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Einleitung

In dieser Vorlesung wollen wir die Grundlagen des Gebiets der Topologie besprechen.
In den Grundvorlesungen der Analysis haben die wichtigsten Begriffe wie Konvergenz,
Stetigkeit, und Differenzierbarkeit eines gemeinsam: bei allen Begriffen geht es darum,
wie sich Funktionen oder Folgen in der Nihe eines Punktes im Raum verhalten. Als
Raum betrachten wir hierbei meistens den IR"” und als Abstand von zwei Punkten die
Lange bzw. Norm ihres Verbindungsvektors.

Allgemeiner betrachtet man in der Analysis II den Begriff des metrischen Raums, auf
dem wir keine Vektorraumstruktur mehr benétigen. Stattdessen reicht es, auf einer
Menge eine Abstandsfunktion, genannt Metrik, zu betrachten. Wie wir zu Beginn der
Vorlesung sehen werden, lassen sich hierbei Begriffe wie Umgebung und Stetigkeit in
metrischen Rdumen auch in sehr allgemeiner Form und ohne Erwdhnung der Metrik
ausdriicken.

In der Topologie geht man nun noch einen Abstraktionsschritt weiter. Wir werden
zundchst Begriffe wie offene Menge und Umgebung rein abstrakt durch Mengensyste-
me ausdriicken, was zur Vorstellung eines topologischen Raumes fiihrt. Auf topolo-
gischen Rdumen kann nun ebenfalls eine allgemeine Formulierung der Stetigkeit von
Abbildungen engefiihrt werden.

Im ersten Teil der Vorlesung geht es um mengentheoretische Topologie, womit gemeint
ist, dass wir uns anschauen wolle, welche Eigenschaften wir topologischen Raumen
und stetigen Abbildungen zwischen ihnen zuordnen kénnen und welche fundamenta-
len Unterschiede zwischen unterschiedlichen topologischen Rdumen bestehen konnen.
Im zweiten Teil der Vorlesung soll es um einen ersten Einblick in die algebraische To-
pologie gehen. Wir werden am Beispiel der Fundamentalgruppe sehen wie es moglich
ist, topologischen Rdumen algebraische Invarianten zuzuordnen, an denen wir Eigen-
schaften des Raumes ablesen und mit denen wir topologische Riume voneinander un-
terscheiden konnen.
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Notation und Konventionen

N=1{1,2,...},No={0,1,2,...}.

U steht fiir das Ende eines ganzen Beweises, B fiir das Ende des Beweises einer
Unterbehauptung.

PB(X) sei die Potenzmenge von X.

A C B bedeutet, dass A eine Teilmenge von B ist, wobei der Fall A = B mit
einbegriffen ist.

A C B bedeutet, dass A eine echte Teilmenge von B ist, was den Fall A = B
ausschliefst.

idx : X — X, idx(x) = x, sei fiir jede Menge X die Identititsabbildung.
B = {x € R" | [|x[lewia <1}, D" = {x € R" | [[x[|ewa < 1}.

X ~Y & Xisthomdomorph zu Y.

G = H :& G und H sind isomorphe Gruppen.

R* =R~ {0},C* =C ~ {0}.

f ~ g fiir Abbildungen bedeutet f und g sind homotop.

X ~ Y fiir Rdume bedeutet X und Y sind homotopiedquivalent.



Kapitel 1

Grundlagen zu topologischen
Raumen

Wir betrachten zundchst metrische Raume und werden sehen wie wir uns durch men-
gentheoretische Abstraktion vom Begriff der Metrik 16sen konnen. Auf dieser Grundla-
ge betrachten wir dann den Begriff des topologischen Raums, fithren weitere Grundbe-
griffe ein und betrachten Folgen in topologischen Rdumen, wobei wir erste Unterschie-
de zwischen metrischen und allgemeineren topologischen Raumen feststellen werden.

1.1 Metrische Riume

Diesen Begriff kennen wir bereits aus der Analysis II. Die Formalisierung der Idee, dass
Punkte , nahe beieinander” liegen, wird hier durch die Einfiihrung einer Abstandsfunk-
tion gelost, die durch drei einfache Eigenschaften charakterisiert ist.

Definition 1.1. Sei X eine Menge und d : X x X — R eine Abbildung. d heifst Metrik
auf X, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(i) (Positive Definitheit) Fiir alle x,y € X ist d(x,y) > 0 und es gilt genau dann
d(x,y) =0,wennx =y,

(ii) (Symmetrie) Fur alle x,y € X giltd(x,y) = d(y, x).
(iii) (Dreiecksungleichung) Fir alle x,y,z € X giltd(x,y) < d(x,z) +d(z,vy).
Ist d eine Metrik auf X, so heif3t das Paar (X, d) ein metrischer Raum.

Beispiel 1.2. (1) Ist (V, || - ||) ein normierter Vektorraum, so ist durch
d:VxV =R, d(v,w) = ||lv —w||

eine Metrik auf V gegeben, die von || - || induzierte Metrik. Die von der euklidischen
Norm auf R” induzierte Metrik wird auch als euklidische Metrik bezeichnet.



(2) Aufjeder Menge X ist eine Metrik gegeben durch

1 fallsx #y,

dp: X x X =R, do(x,y) =
‘ (%) {O falls x = y.

do heifst die diskrete Metrik auf X. Wir werden jedoch spéter sehen, dass die diskrete
Metrik aus topologischer Sicht keine besonders interessante Metrik ist.

(3) Jede Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) ist wieder ein metrischer Raum
vermoge der eingeschrankten Metrik d| 4 4.

Inbesondere ist also jede Teilmenge von R" ein metrischer Raum, wenn wir sie mit der
Einschrankung der von der euklidsichen Norm erzeugten Metrik betrachten. Betrach-
te im Folgenden Teilmengen von R" stets mit dieser Metrik, solange nichts anderes
erwdhnt ist.

Definition 1.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Fir xg € X und € > 0 sei
Be(xg) :={x € X | d(x,x0) < ¢}
die offene e-Kugel um x.

(2) Sei xp € X. Eine Teilmenge A C X heifdt d-Umgebung von xo, falls es ein e > 0 gibt

(3) Eine Teilmenge U C X heifst d-offen in X, wenn es fiir jedes xo € U ein & > 0 gibt
mit B¢(x9) C U, wenn U also d-Umgebung jedes ihrer Punkte ist.

Satz 1.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) X und & sind d-offen in X.

b) Ist I eine beliebige Menge und ist (U;)ic; eine Familie d-offener Teilmenge von X, so ist
Uier U; wieder d-offen in X.

c) Sind Uy, ..., U, d-offene Teilmengen von X, wobei n € IN beliebig, so ist (i, U; wieder
d-offen in X.

d) Be(xo) ist d-offen in X fiir alle xo € X und € > 0.
Beweis. a) Dies ist klar.

b) Sei xg € U;e; U; beliebig. Dann gibt es ein iy € I mit xo € U;,. Da U;, nach Voraus-
setzung d-offen ist, gibt es ¢ > 0, so dass

BE(XO) C Ul-o C U u;.

iel

Da xp beliebig gewdhlt war, folgt die Behauptung.



c) Sei xp € N, U;, also xg € U fir jedes i € {1,2,...,n}. Nach Voraussetzung
gibt es fiir jedes solche i ein ¢; > 0, so dass B, (xg) C U;. Setzen wir nun gy :=
min{eq, €z,...,€,} > 0, so folgt

n
Bey(x0) C B, (xo) C Ui Vie {1,2,...,n} = Bg(x) C (U
i=1

Also ist N} U; wieder d-offen.

d) Ubung.
O

Bemerkung 1.5. Unendliche Schnitte d-offener Teilmengen sind im allgemeinen nicht
wieder d-offen. Sei etwa x¢ € X beliebig und sei U, := B1(xg) fiir alle n € IN. Dann ist

ﬂ u, = ﬂ Bi(x9) = {x0},
n=1 n=1 "
welches zum Beispiel fuer die euklidische Metrik auf IR” keine offene e-Kugel enthalt

und damit nicht d-offen sein kann.

Definition 1.6. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, f : X — Y eine Abbildung
und xg € X. f ist dx-dy-stetig in xo, wenn

Ve >0 30 >0, sodassdy(f(x), f(x0)) < e fur alle x € X mitdx(x, xg) < 0.
f ist dx-dy-stetig, wenn f in jedem x¢ € X dx-dy-stetig ist.

Bemerkung 1.7. Die dx-dy-Stetigkeit von f in xg in Definition[I.6lasst sich dquivalent
formulieren als
Ve >0 36 >0, sodass f(Bs(x0)) C Be(xo)

oder auch als
Ve >0 36 > 0, so dass Bs(xg) C f ' (Be(x0)).

Satz 1.8. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y eine Abbildung.

a) f ist genau dann dx-dy-stetig in xo € X, wenn fiir jede dy-Umgebung U C Y von f(xo)
die Menge f~1(U) C X eine dx-Umgebung von x ist.

b) f ist genau dann dx-dy-stetig, wenn fiir jedes dy-offene U C Y die Menge f~1(U) dx-offen
ist.

Beweis. a) ,=": Sei U eine dy-Umgebung von f(xg). Dann gibt es ¢ > 0, so dass
Be(f(x0)) C U. Nach Bemerkung[l.7gibt es dann 6 > 0, so dass

Bs(x0) C fH(Be(f(x0))) C fH(U).



Also ist f ~1(U) eine dx-Umgebung von x.

,<=":Da B,(f(x0)) eine dy-Umgebung von f(xo) ist (dies ist klar!), ist nach Annah-
me 1 (B(f(x0)) eine dx-Umgebung von x. Also gibt es ein § > 0 mit Bs(xg) C
FY(Be(f(x0)), so dass wieder nach Bemerkung [1.7] folgt, dass f dx-dy-stetig in xo

ist.
b) Dies folgert man leicht aus Teil a).

O]

An diesem Satz sehen wir, dass sich die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metri-
schen Raumen vollstindig durch Umgebungen und offene Mengen ausdriicken lésst.
Wir werden sehen, dass diese Begriffe die eigentlichen Schliisselbegriffe bei der Formu-
lierung von Stetigkeit sind, wofiir wir im Folgenden weitere Indizien sammeln wollen.

Definition 1.9. Sei X eine Menge. Zwei Metriken d,d’ : X x X — R heiflen dquivalent,
falls es Konstanten C, > 0 gibt, so dass

Ci-d(x,y) <d(xy) <C-d(x,y) Vx,yeX (1.1)

Satz 1.10. Seien X eine Menge und seien d,d’ : X x X — R zwei dquivalente Metriken auf
X. Dann gelten:

a) U C X ist genau dann eine d-Umgebung von xy € X, wenn U eine d'-Umgebung von x
ist.

b) U C X ist genau dann d-offen, wenn sie d'-offen ist.

Beweis. a) Sei im Folgenden jeweils B,(x) die offene Kugel beziiglich d und B(x) die
offene Kugel beziiglich d’ und seien C;,C; > 0 gegeben wie in (L.I). Dann rechnet
man leicht nach, dass fiir jedes x € X und € > 0 gilt, dass

Be/c,(x) C Bi(x) und  Bg (x) C Be(x).
Daraus folgert man leicht die Behauptung.

b) Dies lasst sich direkt aus Teil a) und der Definition von d-Offenheit bzw. d’-Offenheit
folgern.
O

Wir sehen also, dass eine ganze Klasse von Metriken dieselben Umgebungen bzw. of-
fenen Mengen besitzt. Kombinieren wir nun Satz 1.8 und Satz so erhalten wir:

Korollar 1.11. Seien X, Y Mengen, seien dx,dy : X x X — R dquivalente Metriken auf X
und seien dy,d}, : Y x Y — R dquivalente Metriken auf Y. Dann ist f genau dann dx-dy-
stetig, wenn sie d'y-d' -stetig ist.

Also ist auch hier der Stetigkeitsbegriff fiir eine ganze Klasse von Metriken derselbe.
Dies legt nahe, dass wir uns vom Begriff der Metrik 16sen und stattdessen die Begriffe
der Umgebung und der offenen Menge in den Mittelpunkt stellen sollten.

9



1.2 Topologische Raume

Definition 1.12. Sei X eine Menge. Ein Mengensystem 7 C B(X) heift Topologie auf X,
falls es die folgenden Eigenschaften hat:

(i) 9,XeT.

(ii) Sei I eine Menge und sei U; € 7T fiir alle i € I. Dann gilt: U ueT.
iel

n
(iii) Sein € IN beliebig und seien Uy, ..., U, € 7. Dann gilt: ﬂ U.eT.
k=1

Ist 7 eine Topologie auf X, so heift das Paar (X, 7") topologischer Raum. Elemente von
T heiB8en offene Teilmengen von X.

(Hinweis zur Notation: Man schreibt hdufig nur X statt (X, 7 ), falls klar ist, welche
Topologie gemeint ist.)

Beispiel 1.13. (1) Auf jeder Menge X existieren mindestens drei Topologien von ein-
geschrankter Niitzlichkeit:

(i) die diskrete Topologie T = B(X). In dieser Topologie ist jede Teilmenge von X
offen.

(ii) die indiskrete Topologie oder Klumpentopologie T = {@, X}. Es sind also nur @
und X selbst offen.

(iii) die kofinite Topologie T = {U C X | X \ U ist endlich} U {@}. (Ubung.)
(2) Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei
T(d) :={U C X | Uistd-offen}.

Dann ist 7 (d) nach Satz|1.4|eine Topologie auf X und heif3t die von d erzeugte Topo-
logie auf X. In Satz haben wir gesehen, dass zwei dquivalente Metriken auf X
dieselbe Topologie erzeugen.

( Spezialfall: Die diskrete Metrik auf einer Menge X aus Beispiel [1.2}(2) erzeugt auf
jeder Menge X die diskrete Topologie. (Ubung.) )

Wir haben also jetzt einen abstrakten Rahmen fiir den Begriff der offenen Teilmenge
eingefiihrt und wollen als Néchstes dasselbe mit dem Begriff der Umgebung durch-
fihren.

Definition 1.14. Sei (X, T) ein topologischer Raum und xy € X. Eine Teilmenge A C X
heifst Umgebung von xo, wenn es ein U € 7T gibt, so dass xo € Uund U C A.

Beispiel 1.15. (1) Sei (X, d) ein metrischer Raum und xy € X. Betrachte (X, 7 (d)) als
topologischen Raum. Dann ist A C X genau dann eine Umgebung von xp, wenn A
eine d-Umgebung von x( im Sinne von Definition[1.3](2) ist.
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(2) Inder diskreten Topologie auf einer Menge X ist fiir xo € X jedes A C X mitxp € A
eine Umgebung von X. Insbesondere ist {x(} eine Umgebung von xy, woran man
sieht, dass die diskrete Topologie keinen echten geometrischen Nutzen hat.

Satz 1.16. Sei (X,T) ein topologischer Raum. U C X ist genau dann offen, wenn sie Umge-
bung jedes ihrer Punkte ist.

Beweis. ,,=":Ist U offen und xo € U, so ist U selbst eine offene Menge mit U C U, so
dass U eine Umgebung von x ist.

,<": Nehme an, dass es fiir jedes x € U ein offenes U, gibt, so dass x € U, und
U, C U. Dann gilt

U= J{x}cJUrcu = u=U.

xel xel xel
Also ist U nach Eigenschaft (ii) einer Topologie eine offene Teilmenge von X. O

Als Néchstes wollen wir den Begriff der Stetigkeit auf topologische Rdume verallge-
meinern.

Definition 1.17. Seien X und Y topologische Rdéume und sei f : X — Y eine Abbildung.

(1) f heiit stetig in xo € X, wenn fiir jede Umgebung U C Y von f(xg) die Menge
f~1(U) C X eine Umgebung von xj ist.

(2) f heifit stetig, wenn fiir jede offene Teilmenge U C Y die Menge f ! (U) eine offene
Teilmenge von X ist.

(3) Weiterhin bezeichne C°(X,Y):= {f:X — Y | f ist stetig}.

Beispiel 1.18. (1) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und versehe sie mit den
von dx und dy induzierten Topologien. Dann gilt nach Satz dass f : X = Y
genau dann stetig (in x¢) ist, wenn f dx-dy-stetig (in x) ist.

(2) Sei X mit der diskreten Topologie versehen und sei Y ein beliebiger topologischer
Raum. Dann ist jede Abbildung f : X — Y stetig. (zu zeigen in Aufgabe 3 von
Ubungsblatt 1).

Satz 1.19. Seien X, Y und Z topologische Riume, seien f : X — Y und g : Y — Z Abbil-
dungen und sei x € X. Ist f stetig in x und g stetig in f(x), soist go f : X — Z stetig in
X.

Beweis. Sei U eine Umgebung von z := (g o f)(x) in Z. Da g(f(x)) = z und da g stetig
in f(x) ist, ist ¢~'(U) eine Umgebung von f(x) in Y. Da f stetig in x ist, ist daher
f~1(g71(U)) eine Umgebung von x in X. Da f~1(¢~1(U)) = (go f)~(U), folgt daraus
die Stetigkeit von g o f in x. O
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1.3 Weitere Grundbegriffe

Wir wollen nun weitere Begriffe besprechen, die uns fiir metrische Rdume schon aus
der Analysis bekannt sind. Fiir den Begriff der abgeschlossenen Menge konnen wir
direkt nach die bekannte Definition fiir metrische Rdume tibernehmen.

Definition 1.20. Sei (X, 7") ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heif3t abge-
schlossen, wenn X . A offen in X ist.

Satz 1.21. Sei (X, T) ein topologischer Raum.
a) @ und X sind abgeschlossen in X.

b) Ist I eine Menge und (A;);c eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X, so ist ey Ai
wieder abgeschlossen in X.

c) Sind Ay, ..., A, abgeschlossene Teilmengen von X, wobei n € IN beliebig, so ist |Ji_; A;
wieder abgeschlossen in X.

Beweis. Alle drei Teile folgen aus den definierenden Eigenschaften einer Topologie und
den de Morgan’schen Regeln. Genauer:

a) Da X \ X = @ und X \ @ = X nach Eigenschaft (i) einer Topologie offen sind, sind
@ und X abgeschlossen.

b) Nach Voraussetzung ist X . A; offen fiir alle i € I. Dann ist nach den de Mor-
gan’schen Regeln

X~ m Ai = U X~ Ai
i€l i€l
wieder offen nach Eigenschaft (ii) einer Topologie.

¢) Nach Voraussetzung ist X \ A; offen fiir allei € {1,2,...,n}. Also ist nach den de
Morgan’schen Regeln

n

n
X\UAZ'I m(X\A,‘)
i=1 i=1

wieder offen nach Eigenschaft (iii) einer Topologie.

Definition 1.22. Sei X ein topologischer Raum und A C X.

(1) Das Innere von A ist gegeben durch
A= {x € A| Aist Umgebung von x}.

Weitere Notation: A = int(A) (,interior of A”). Elemente von A heifRen innere Punk-
te von A.

12



(2) Der Abschluss von A ist die Menge
A= XNint(X N A).
(3) Der Rand von A ist die Menge .
0A := AN A.
Elemente von dA heifSen Randpunkte von A.
Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass
AcAcCA
und dass o
A=AU0JA
fur alle A C X.

Satz 1.23. Sei X ein topologischer Raum, A C X und x € X. Es ist x € A genau dann, wenn
fiir jede Umgebung U von x gilt, dass UN A # @.

Beweis. Sei x € A = X \int(X \ A). Nach Definition gilt x ¢ int(X \ A) genau dann,
wenn fiir jede Umgebung U von x gilt, dass U ¢ X \ A, was wiederum dquivalent
dazu ist, dass U N A # @ fiir jede Umgebung U von x. O

Satz 1.24. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann gelten folgende Aussagen:

a) A ist die grosste offene Menge, die in A enthalten ist, d.h. ist U offen mit U C A, so ist
U C A. Inbesondere ist A offen in X.

b) A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthiilt, d.h. ist B abgeschlossen mit A C B,
soist A C B. Inbesondere ist A abgeschlossen in X.

c) 0A ist abgeschlossen in X.
d) A ist genau dann offen, wenn A = A.

e) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A.

Beweis. a) Die Offenheit von A folgt aus Satz Sei U C A offenin X und sei x € U.
Dann ist U eine Umgebung von X, die in A enthalten ist, also gilt laut Definition,
dass x € A. Alsoist U C A.

b) Wir berechnen, dass
XNA=X~N(XNint(X N A)) =int(X \A),

welches nach a) offen ist. Also ist A abgeschlossen.

Ist B C X abgeschlossen mit A C B, so gilt, dass X \ B C X \ A. Da aber X \ B
offen ist, gilt nach Teil a), dass X \ B C int(X . A). Damit folgt:

A=X~Nint(X\A)C X~ (X\B)=B.
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¢) EsgiltdA = A~ A = AN (X~ A). Dies ist nach a) und b) ein Schnitt abgeschlosse-
ner Mengen, also ist dA nach Satz b) abgeschlossen.
d) , <" folgt direkt aus a).

,=": Wir wissen, dass A C A. Nach Annahme ist aber A selbst eine offene Menge,
die in A enthalten ist, also gilt laut a), dass A C A, woraus die Behauptung folgt.

e) ,<" folgt direkt aus b).

,=": Wir wissen, dass A C A. Nach Annahme ist aber A selbst eine abgeschlossene
Menge, die A enthilt, also gilt laut b), dass A C A, woraus die Behauptung folgt.
O

Mit Hilfe abgeschlossener Mengen lassen sich alternative Kriterien fiir die Stetigkeit
einer Abbildung formulieren.

Satz 1.25. Seien X und Y topologische Riume und f : X — Y eine Abbildung. Folgende
Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist stetig.
(ii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

(iii) Fiir jedes A C X gilt: f (A) C f(A).

Beweis. (ii) = (i): Ist V offenin Y, so ist Y \. V abgeschlossen in Y. Also ist nach An-
nahme f~!(Y \ V) abgeschlossen in X und damit X \. f~}(Y \ V) offen in X. Nach
Grundregeln der Mengenlehre ist jedoch

XN fAYSNV)=fYy~(Y~V)) = fYV).

Also ist f ~1(V) offen und da V beliebig gewihlt war, folgt die Stetigkeit von f.

(i) = (ili): Nehme an, dass f stetig ist. Sei A C X und x € A. Sei V eine Umgebung
von f(x)in Y. Dann ist U := f~!(V) eine Umgebung von x in X. Da x € A gilt nach
Satz[1.23] dass U N A # @. Wegen f(U) C V folgt insbesondere, dass

VAF(A) D FU) N F(A) # 2.
Also schneidet f (Az

ede Umgebung von f(x). Wieder nach Satz ist daher f(x) €

j
f(A). Also folgt f(A) C f(A).
(iii) = (ii): Sei C abgeschlossen in Y und sei A := f ~1(C). Nach Voraussetzung ist
dann wegen f(A) C C:

fA)cfla)cc=c
nach Satz[1.24}e). Damit gilt also
AcCcfi(C)=AcCcA = A=A
Also folgt aus Satz e), dass A abgeschlossen ist, was wir zeigen wollten. O

Das Kriterium (iii) 1asst sich als Verallgemeinerung der Folgenstetigkeit interpretieren,
welche in metrischen Rdumen dquivalent zu Stetigkeit ist. Apropos Folgen.
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1.4 Folgen in topologischen Raumen

In der Analysis II wurde der Konvergenzbegriff von Zahlenfolgen auf Folgen in me-
trischen Rdumen verallgemeinert. Genauer ist eine Folge (X, ),en in einem metrischen
Raum (X, d) konvergent gegen xo € X, wenn gilt:

Ve > 03dng € IN, sodass d(x,,x0) <& Vn>mnp

wenn also jede offene e-Kugel um xq fast alle Folgenglieder enthdlt. Mit diesem Ansatz
lasst sich der Konvergenzbegriff auf topologische Riume verallgemeinern. Wie wir je-
doch sehen werden, hat der Konvergenzbegriff fiir Folgen auf allgemeinen topologi-
schen Raumen einige ,Méngel”, welche zeigen, dass bei diesem Begriff Vorsicht gebo-
ten ist.

Definition 1.26. Sei X ein topologischer Raum und xy € X. Eine Folge (x,,),en konver-
giert gegen xp, wenn jede Umgebung von xj fast alle Folgenglieder enthilt, d.h. wenn
tiir jede Umgebung U von xg gilt:

dng € N, sodassx,, € U Vn > ny.
Wir schreiben dann: lim x, = xp und nennen xo den Grenzwert von (x, ).
n—oo

Ein wesentlicher Unterschied zu metrischen Rdumen ist, dass der Grenzwert einer Fol-
ge im Allgemeinen nicht eindeutig sein muss.

Beispiel 1.27. Sei X eine nichtleere Menge, die mit der indiskreten Topologie versehen
ist. Dann konvergiert jede Folge in X gegen jeden Punkt aus X.

Sei namlich (x,), eine Folge in X und x € X beliebig. Die einzige Umgebung von x in
der indiskreten Topologie ist X selbst. Da aber trivialerwiese x,, € X fiir alle n € IN gilt,
enthilt jede Umgebung von x alle Folgenglieder, also konvergiert (x,), gegen x.
Dieses Beispiel zeigt die skurrilen Eigenschaften der indiskreten Topologie. Betrach-
ten wir etwa {0, 1} mit der indiskreten Topologie, so konvergiert die Folge (0,0,0,...)
gegen 1 (und gegen 0).

Fiir metrische Rdume wissen wir, dass der Abschluss einer Menge aus den Haufungs-
punkten dieser Menge besteht, dass es also fiir jeden Punkt im Abschluss eine Folge
in der Menge gibt, die gegen diesen Punkt konvergiert. Auch diese Gleichheit gilt in
allgemeinen topologischen Rdumen nicht, eine der Inklusionen bleibt aber erhalten.

Satz 1.28. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Ist (x,)neN eine Folge in A, die in X
gegen xg € X konvergiert, so gilt xg € A.

Beweis. Nach Definition von Konvergenz gibt es fiir jede Umgebung U von x( ein 1y €
N, so dass x, € U fiir alle n > np. Da die Folge in A liegt, folgt insbesondere, dass
UN A # o fiir jede solche Umgebung von xg. Also folgt aus Satz[1.23} dass xo € A. [
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Die umgekehrte Aussage ist in allgemeinen topologischen Rdumen leider falsch, son-
dern benétigt eine zusitzliche Bedingung, die wir im Verlauf dieses Abschnitts bespre-
chen werden.

In metrischen Rdumen wurde die Stetigkeit von Abbildungen dquivalent mittels Kon-
vergenz von Folgen definiert (,,Folgenstetigkeit”). Diese Aquivalenz gilt in allgemeinen
topologischen Raumen nicht mehr, eine der beiden Richtungen bleibt jedoch giiltig.

Satz 1.29. Seien X und Y topologische Riume und sei f : X — Y eine Abbildung, die stetig in
einem Punkt x € X ist. Ist (x,)neN eine Folge in X mit lim,_,c X, = Xo, S0 gilt

lim f(x,) = f(xo).

n—oo

Beweis. Sei (x,)qenN eine beliebige gegen x( konvergente Folge und sei V eine beliebige
Umgebung von f(xp). Dann ist f (V) eine Umgebung von x; und es gibt ny € IN, so
dass x,, € f~1(V) fiir allen > ny gilt. Dann giltjedoch auch, dass f(x,) € V fiir allen >
np. Da V eine beliebige Umgebung von f(xp) war, folgt damit, dass lim, e f(x,) =

f(xo0). O

Definition 1.30. Ein topologischer Raum X erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom / ist
erstabziihlbar, wenn es zu jedem x € X eine abzéhlbare Familie I/ (x) von Umgebungen
von X gibt, so dass es fiir jede Umgebung U von x ein V € U (x) gibt mit V C U.

Beispiel 1.31. (1) Jeder metrische Raum (X, d) ist erstabzéhlbar. Ist namlich x € X, so
betrachten wir

U(x) = {B%(x) ‘ ne N}.

Ist dann U eine Umgebung von x, so gibt es nach Definition der von 4 induzierten
Topologie ein ¢ > 0 mit B(x) C U. Wahlen wir dann n € N so gro8, dass 1 < ¢, so
folgt B1(x) C Be(x) C U. Also ist X erstabzihlbar.

(2) Aufjeder Menge X sind die diskrete und die indiskrete Topologie erstabzahlbar.
Satz 1.32. Sei X ein erstabzihlbarer topologischer Raum und A C X. Dann ist

A= {x €X ‘ I(xp)penw C mit lim x, = x}.
n—oo
Beweis. ,, D" ist Satz es bleibt also nur ,,C” zu zeigen. Sei x € A und sei U(x)
{U, | n € N} eine Familie von Umgebungen wie im ersten Abzihlbarkeitsaxiom. Fiir
jedes n setze

Vn::ulmuzm"'mu;q.

Wie man leicht sieht, ist jedes V}, wieder eine Umgebung von x, aufierdem ist V,,.; C V,
fir jedes n € IN. Nach Satz([1.23]ist V,, N A # @ fiir jedes n € IN. Wihle nun fiir jedes
n € N ein x, € V, N A und betrachte die Folge (x,),en in A. Nach Konstruktion gilt
dann fiir jedes 1y € INg, dass

xp € Uy, Vn > ny.

16



Ist nun U eine beliebige Umgebung von x, so gibt es nach Voraussetzung ein ny € IN
mit U,, C U, also gilt fiir dieses 1y insbesondere, dass

x, €U Vn > nyg.

Also konvergiert die Folge (x,),en gegen x, so dass x in der Menge auf der rechten
Seite der behaupteten Gleichung liegt. O

Satz 1.33. Seien X und Y topologische Raume, f : X — Y eine Abbildung und x € X.
Nehme an, dass X erstabzihlbar ist. Dann gilt: f ist genau dann stetig in x, wenn fiir jede
Folge (xy)neN in X mit limy,_,o X, = x gilt, dass lim, o f(x,) = f(x).

Beweis. ,=" ist Satz[1.29

<"1 Angenommen, die Konvergenzeigenschaft wire in x erfiillt, f wire aber in x nicht
stetig. Dann gébe es eine Umgebung V von f(x), so dass f~!(V) keine Umgebung von
x wire. Dann wiirde umgekehrt fiir jede Umgebung U von x gelte, dass f(U) ¢ V.
Sei nun U(x) = {U, | n € N} eine Familie von Umgebungen von x wie im ersten
Abzdhlbarkeitsaxiom und setze

Vii=UiNWn---NU, Vn € IN.

Jedes V,, ist wieder eine Umgebung von x, also ist f(V,,) ¢ V fiir jedes n € IN. Wihle
nun eine Folge (x,)nen, so dass x, € V,, mit f(x,) ¢ V fir jedes n € IN. Analog zum
Beweis von Satzist dann limy,_, x, = x, nach Konstruktion kann (f(x,,)),cn aber
nicht gegen f(x) konvergieren. ¢

Dies steht im Widerspruch zur Annahme. Also folgt die Behauptung. O

Was wir aus diesem Abschnitt lernen konnen ist, dass der Begriff der Konvergenz von
Folgen in allgemeinen topologischen Rdumen nur unter Zusatzbedingungen aussage-
kraftig ist. Eine Folge ist eine abziihlbare Familie von Elementen und diese Abzdhlbarkeit
muss sich in der Topologie widerspiegeln.

Fiir allgemeine topologische Raume ist daher ein allgemeinerer Konvergenzbegriff not-
wendig, die Konvergenz von sogenannten Netzen, oder auch Moore-Smith-Konvergenz.
Diese werden wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln und verweisen dafiir
auf Kapitel 5 im Buch von Querenburg oder Abschnitt 1.6 im Buch von Bredon.
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Kapitel 2

Konstruktionen topologischer
Raume

Dieses Kapitel steht unter dem Motto ,, Aus alt mach’ neu” (fiir Hipster: Upcycling).
Wir werden verschiedene Moglichkeiten sehen, wie sich aus gegebenen topologischen
Rdumen neue topologische Raume konstruieren lassen. Auf diese Weise werden wir
interessante Beispiele kennenlernen und unterwegs einige weitere Grundbegriffe ein-
fiihren.

2.1 Homoéomorphismen

Aus der linearen Algebra kennen wir die Vorstellung eines Isomorphismus von Vektor-
rdaumen und haben zum Beispiel gelernt, dass jeder endlichdimensionale Vektorraum
V isomorph zu R" ist, wobei n = dim V. Isomorphe Vektorrdume haben alle wesentli-
chen Eigenschaften der linearen Algebra gemeinsam: Isomorphismen bilden Basen auf
Basen ab, induzieren Isomorphismen zwischen den linearen Abbildungen der beiden
Réaume in einen beliebigen dritten Raum etc.

Wir wollen nun eine dhnliche Vorstellung fiir topologische Raume einfiihren, eine bijek-
tive Abbildung, die abstrakt gesprochen die topologische Struktur von Rdumen erhiilt.

Definition 2.1. Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
f heist Homdomorphismus, wenn f bijektiv ist und wenn sowohl f als auch f~1 stetig
sind.

X und Y heifien homdomorph, wenn es einen Homoomorphismus zwischen ihnen gibt.
(Kurznotation: X = Y.)

Bemerkung 2.2. Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Raume. Eine bijektive Abbil-
dung f : X — Y ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn fiir jedes U C X gilt:

U ist offen in X & f(U) istoffenin Y.
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Sind also X und Y homdomorph, so induziert also jeder Homdomorphismus eine Bi-
jektion Tx — Ty. Beide Topologien konnen also miteinander identifiziert werden.

Beispiel 2.3. (1) Firn € N sei

(@)

)

4)

n+1
= {(X1,...,xn+1) S IRn+1 ‘ Z x;Z = 1}
i=1

die n-dimensionale Einheitssphére, d.h. die Oberfldche der (n + 1)-dimensionalen
Einheitskugel. Sei

St o= {(x1,x2, ..., X0, Xp41) € S" | xpp1 > 0} = S" N (R" x (0, +00))

f:S8% — B", f(x1, oo, X, Xp41) = (X1, .., Xn).
Ist (x1,..., X5, Xuq1) € S, s0 ist 2?;11 xi2 = 1.Da x,41 > 0, ist dann } ;' ; xl-2 <1,

also ist f wohldefiniert. Weiter ist f offensichtlich stetig. Definieren wir

n
g:B"—S%, g(xl,...,xn):<x1,...,xn, 1—2x1.2>,

i=

so sieht man leicht, dass g stetig ist. Weiter rechnet man nach, dass f o ¢ = idg» und
go f =idgr, alsoist f bijektiv mit f ~1 = ¢. Also ist f ein Homdmorphismus.
Sind X und Y mit den diskreten Topologien versehen, so ist jede Bijektion f : X — Y
eine Homdomorphismus.
Sei B" wieder die offene Einheitskugel in R”. Dann ist B* homdomorph zu R". Man
betrachte ndmlich die folgenden beiden Abbildungen:
X

1= x|’

G:R" > B",  G(y) :1+yHyH'

F und G sind offensichtlich stetig. Weiterhin gilt fiir alle x € B" und y € R":

F:B" > R",  F(x)

X X X

(GoF)(x) = G(7= HxH) T -+ gD T A=+ )~
. _ y _ y _ y -
(FoO)) = F(3 1) = Tr oD =T ~ T Tl 1T~

Damit ist F bijektiv mit F -1 — G. Also ist F ein Homoomorphismus.

Es gibt stetige bijektive Abbildungen zwischen topologischen Riaumen, die keine
Homoéomorphismen sind. Sei etwa S! = {(x,y) € R? | x2 +y? = 1} der Einheits-
kreis und betrachte die Abbildung

f:[0,2) — S, f(t) = (cost,sint).
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Wir wissen aus Analysis II, dass f stetig und bijektiv ist. Die Umkehrabbildung
ist jedoch nicht stetig: Sei (x,), eine Folge in [0,277) mit lim,_,c X, = 27T und sei
Yn := f(x,) fur alle n € N. Dann gilt

lim y, = (cos27m,sin27) = (1,0) = £(0),

n—oo

andererseits ist jedoch

lim £ (ys) = lim x, = 27 # 0 = £ (£(0)).

n—oo

Also kann f~! nach Satz kein Homdomorphismus sein.

Wenn in der Topologie von topologischen Eigenschaften eines Raumes die Rede ist, so geht
es um Eigenschaften, die von Homéomorphismen erhalten werden, d.h. sind X und Y
homoomorph, so geht es um Eigenschaften, die X genau dann hat, wenn Y dieselbe
Eigenschaft hat.

Eine der wichtigsten und elementarsten Fragen der Topologie ist daher die folgende:
Wie lésst sich bei zwei gegebenen Raumen erkennen, ob sie homdomorph sind oder
nicht? Diese Frage ist natiirlich viel zu allgemein, um eine eindeutige klare Antwort zu
geben, sie wird uns aber noch das gesamte Semester beschiftigen.

Wir beschliefien den Abschnitt mit zwei neuen Begriffen, die insbesondere bei der Be-
schreibung von Homdomorphismen niitzlich sind.

Definition 2.4. Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y. f heifst offen, wenn
fiir jedes offene U C X die Menge f(U) offen in Y ist. f heif3t abgeschlossen, wenn fiir
jedes abgeschlossene A C X die Menge f(A) abgeschlossen in Y ist.

Satz 2.5. Seien X und Y topologische Riume und sei f : X — Y stetig und bijektiv. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist Homdomorphismus.
(ii) f ist offen.
(iii) f ist abgeschlossen.

Beweis. Dies ist unter Benutzung von Satz leicht zu sehen und bleibe der Leserin
oder dem Leser als Ubung iiberlassen. O

2.2 Unterrdiume und induzierte Topologien
Wir haben bereits in Beispiel [1.2(3) gesehen, dass Teilmengen metrischer Rdume wie-

der metrische Riume bilden. Diese Beobachtung wollen wir verallgemeinern und auf
Teilmengen topologischer Rédume wieder Topologien definieren.
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Satz/Definition 2.6. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X. Setze
Ta:={UNA | U ist offen in X}.

Dann ist T eine Topologie auf A, die sogenannte Unterraumtopologie oder Teilraumtopo-
logie.

Wir lassen den Beweis zundchst aus, da wir den Satz als Spezialfall eines allgemeineren
Resultats erhalten werden.

Beispiel 2.7. (1) Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei A C X. Dann ist die Unter-
raumtopologie auf A als Unterraum von (X, 7 (d)) gerade die Topologie, die von
der Metrik d| 4« 4 induziert wird. (Ubung.)

(2) Die Unterraumtopologie kann sich vollig anders verhalten als die urspriingliche
Topologie. Betrachte etwa A := [0,1] U {2} C R mit der Unterraumtopologie. Dann
sind die Mengen [0, 1] und {2} offen in A, denn

[0,1] = (-1,2) N A, {2} = (1,3)N A,
und die Intervalle (—1,2) und (1,3) sind offen in R.

Die Unterraumtopologie erhalten wir als Spezialfall der folgenden allgemeineren Kon-
struktion.

Satz/Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, M eine Menge und f : M — X eine
Abbildung. Dann ist durch

Tr = {f~1(U) | U offen in X}

eine Topologie auf M definiert. Diese heifit die von f induzierte Topologie. Ist M mit dieser
Topologie versehen, so ist f stetig.

Beweis. Die drei Eigenschaften einer Topologie folgen leicht aus der Kompatibilitdt von
Urbildern mit Mengenoperationen:

(i) Klar,da f~1(@) = @ und f~1(X) = M.
(ii) Dies folgt leicht, da f~'(U;jc; U;) = Uiy f~1(U;) fiir alle Familien (Uj;);e;-
(iii) Dies gilt, da f~1(NL, U;) = Ny f (W) firalle Uy, ..., U, C X.
Die Stetigkeit von f beztiglich dieser Topologie ist offensichtlich. O

Beweis von Satz/Definition Dies ist ein Spezialfall von Satz/Definition 2.8, wenn wir
f: A — X, f(x) = x, die Inklusion von A betrachten. Hier ist klar, dass f~!(U) =
UNA fiaralleU C X. O

Die von f induzierte Topologie ist also so konstruiert, dass sie als Mindestanforderung
erfiillt, dass f stetig ist. Um dies zu formalisieren, fithren wir einen neuen Begriff ein.
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Definition 2.9. Sei X eine Menge und seien 7; und 7, Topologien auf X. 77 heifdt grober
als T, wenn T; C 7T, d.h. wenn jede bzgl. 77 offene Menge auch offen bzgl. 7, ist.
Umgekehrt heifst dann 75 feiner als ;.

Satz 2.10. Sei X ein topologischer Raum, M eine Menge und f : M — X. Die von f induzierte
Topologie T auf M ist die grobste Topologie auf M beziiglich der f stetig ist, d.h. ist T eine
beliebige Topologie auf M beziiglich der f stetig ist, soist Tr C T.

Beweis. Dies ist klar. Ist 7 eine beliebige Topologie auf M und ist f stetig beziiglich
T,soist f~1(U) € T fiir jedes offene U C X. Nach Konstruktion von 7y ist daher
TrCT. O

Bevor wir mit anderen Konstruktionen weitermachen, fithren wir eine weitere Moglich-
keit ein, induzierte Topologien zu charakterisieren, namlich iiber stetige Abbildungen.
Der néchste Satz ist ein Beispiel einer universellen Eigenschaft. In topologischen Zu-
sammenhang ist eine universelle Eigenschaft eine Eigenschaft, die einen topologischen
Raum ausschliesslich durch seine stetigen Abbildungen charakterisiert.

Satz 2.11 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Sei X ein topologischer
Raum, M eine Menge und f : M — X. Die von f induzierte Topologie ist die eindeutige
Topologie mit der folgenden Eigenschaft:

Ist T ein topologischer Raum und g : T — M eine Abbildung, so ist g genau dann stetig, wenn
fog: T — X stetig ist.

T g M
fog lf
X

Beweis. Wir wollen zunichst nachweisen, dass (M, 7}) die besagte Eigenschaft hat:

,=": Danach Satz/Definition[2.8|die Abbildung f stetig beztiglich 7 ist, ist fiir stetiges
g die Abbildung f o g als Verkettung stetiger Abbildungen stetig.

,&"Seinung: T — M,sodass fog: T — X stetig ist. Sei U C M offen. Dann gibt
es nach Definition von 75 ein offenes V C X mit U = f~ (V). Damit folgt, dass

) =g (fH(V) = (fog) (V)

offen ist, da f o g stetig ist. Also ist auch g stetig.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei 7 eine weitere Topologie auf M mit der obigen Eigenschaft.
Waihle fiir diese Eigenschaftdann T = (M, 7 ) und g = idy : T — T. g ist trivialerweise
stetig, also ist nach obiger Eigenschaft f stetig beziiglich 7. Also gilt nach Satz[2.10} dass
TrCT.

Bj;trachte nun T/ = (M, ’7}) und die Abbildung ¢’ = idy : T" — M, die als Abbil-
dung zwischen Mengen wieder die Identitit ist, als Abbildung zwischen topologischen
Réumen aber unterschiedliche Topologien betrachtet.) Dann ist f o ¢’ : T" — X auf den
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unterliegenden Mengen gerade f : M — X, also beziiglich 7 stetig. Damit ist nach
obiger Eigenschaft auch g’ selbst stetig. Dies heif3t aber, dass 7 C 7y, also haben wir
gezeigt, dass T = T, woraus die Eindeutigkeit folgt. O

Im folgenden gelte die Konvention: Betrachten wir eine Teilmenge eines topologischen
Raumes und definieren keine explizite Topologie auf ihr, so betrachten wir die Teilmen-
ge mit der Unterraumtopologie.

Definition 2.12. Seien X und Y topologische Rdume. Eine injektive stetige Abbildung
f :+ X — Y heifst Einbettung, wenn die Topologie auf X die von f induzierte ist. Ist f
eine Einbettung, so schreibt man auch f : X — Y.

Wir kénnen mit diesem Begriff die Unterraumtopologie wie folgt umformulieren:

Ist X ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge und i : A — X die Inklusion, so
ist die Unterraumtopologie A gerade die Topologie, fiir die i eine Einbettung ist.

2.3 Produkttopologien

Dieser Abschnitt hat ein einfaches Ziel: Wir wollen zeigen, dass das Produkt von topo-
logischen Raumen stets wieder eine Topologie besitzt, die sich so beziiglich der Topo-
logien auf den Faktoren verhlt, wie man es erwarten wiirde. Dies werden wir weiter
unten prézisieren und fithren zunéchst weitere Grundbegriffe ein.

Definition 2.13. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(1) Ein Mengensystem B C 7 heifdt Basis von 7, wenn jedes U € 7T als Vereinigung
von Mengen aus B gegeben ist.

(2) Ein Mengensystem S C T heif$t Subbasis von T, wenn durch
{thnUyn---NU, |neN, Uy,..., U, €S} (2.1)

eine Basis von 7 gegeben ist, wenn also jedes U € 7 als Vereinigung endlicher
Schnitte von Mengen aus S gegeben ist.

Bemerkung 2.14. (1) Jede Basis eines topologischen Raumes ist auch eine Subbasis des
topologischen Raumes, die Umkehrung gilt nicht.

(2) Basen und Subbasen sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Satz/Definition 2.15. Sei X eine Menge und S C P(X) mit Uyes U = X. Sei T C PB(X)
die Menge bestehend aus & und allen Vereinigungen von Mengen aus

{Ulﬁuzﬂ---ﬂun|n€N, Ul,...,UnGS}.

Dann ist T eine Topologie auf X mit Subbasis S und heifit die von S erzeugte Topologie.
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Der Beweis ist nicht schwer und wird daher ausgelassen. Die Voraussetzung | J;;cs U =
X wird benétigt, da ansonsten X selbst nicht in der Topologie liegen wiirde.

Beispiel 2.16. (1) Ist (X, d) metrischer Raum, so ist eine Basis von 7T (d) gegeben durch
{Be(x) | x € X, e > 0}.

Ist ndmlich U € T (d), so gibt es fiir jedes x € U ein &, > 0 mit B, (x) C U und
man folgert leicht, dass U = U,y Be, ().

(2) Eine Basis der Standardtopologie auf R ist gegeben durch die Menge der endlichen
offenen Intervalle
{(a,b) | a,b € R}.

Eine Subbasis der Standardtopologie R ist gegeben durch die Menge der semi-
unendlichen offenen Intervalle

{(=o00,b) | b e R} U{(a,+o0) | a € R},

da jedes endliche offene Intervall offensichtlich als Schnitt zweier solcher Intervalle
geschrieben werden kann.

Satz 2.17. Seien X und Y topologische Riume, sei S eine Subbasis der Topologie auf Y und sei
f: X — Y. Dann gilt: f ist genau dann stetig, wenn f~(U) fiir jedes U € S offen in X ist.

Beweis. ,,=": Klar.

,="%ei B = {U1NnhNn---NU, | n € N, Uy,..., U, € S} Dann gilt nach den
Eigenschaften einer Topologie fiir jedes U = Uy N --- N U, € B, dass

FUUY = £ AU = () F W)
i=1

offen in X ist. Nach Annahme kann jedes offene U C Y geschrieben werden als U =
Uier U; fiir geeigenetes I und U; € B fiir alle i € I. Nach den Eigenschaften einer
Topologie ist dann
iy = (Uu) = U w)
iel iel
wieder offen in X. Also ist f stetig. O

Definition 2.18. Sei I eine beliebige Menge und (Xj, 7;)ic; eine Familie topologischer
Raume. Fiir jedes j € I sei

pr; : [1X— X, pr;((xi)ier) = x;,
i€l
die Projektion auf den Faktor X;. Sei

S:= {pr]._l(ll) c][x

jel i€l

ueT; }
Die von S induzierte Topologie auf [ ];c; X; heifst Produkttopologie.
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Bemerkung 2.19. Man {iberlege sich anhand von Definition dass folgende Menge
eine Basis der Produkttopologie ist:

{Ju

iel

U, ist offen in X; Vi € I, U; = X; fiir fast alle i € 1}.

Auf den ersten Blick sieht diese Topologie unnétig kompliziert aus. Ein naiver erster
Zugang wire die Idee, die Topologie Tgox zu nehmen, die von der Basis

(11

iel

U ist offen in X; Vi € 1}

erzeugt wird. Diese Topologie nennt man auch Boxtopologie. Wie wir jedoch im Ver-
lauf der Vorlesung noch sehen werden, stellt sich heraus, dass die Boxtopologie viele
unschone Eigenschaften hat, so dass die Produkttopologie sich als die , nattirliche” To-
pologie auf [ ];c; X; herausstellen wird (beachte hierzu auch die universelle Eigenschaft
in Satz 2.21).

Insbesondere ist die Boxtopologie feiner als die Produkttopologie. Betrachten wir zum
Beispiel RN = [T,cn R, so ist [T,en(0, 1) offen in der Boxtopologie, aber nicht in der
Produkttopologie.

Fiir endliche Produkte X; x X, x --- x X, topologischer Riume stimmen die beiden
Topologien jedoch tiberein, dann ist

{U; x Uy x --- x Uy, | Ujistoffenin X; Vi € {1,2,...,n}}.
eine Basis der Produkttopologie.

Analog zur Unterraumtopologie konnen wir die Produkttopologie ebenfalls durch ste-
tige Abbildungen charakterisieren.

Satz 2.20. Sei (X;)ic; eine Familie topologischer Riume. Die Produkttopologie ist die grobste
Topologie auf [1;c; X;, fiir die pr; : [lies Xi — X fiir jedes j € I stetig ist.

Beweis. Es bezeichne 71y die Produkttopologie auf [];c; X;. Zunichst ist klar, dass jedes
pr; stetig beziiglich Tr1 ist, da in der obigen Notation fiir jedes offene U C X; gilt, dass
pr;'(U) € S C T

Sei nun T eine weitere Topologie auf [];c; X;, so dass jedes pr; stetig beztiglich T ist.
Dann gilt fiir jedes offene U C X; gilt, dass pr;1 (U) € T.Nach den Eigenschaften einer

Topologie muss dann jedoch jede Vereinigung endlicher Schnitte von Mengen der Form
prj’1 (U) wieder in T liegen, also folgt nach Konstruktion von 7ry, dass 7r1 C 7. O

Satz 2.21 (Universelle Eigenschaft der Produkttopologie). Sei (X;);c; eine Familie topo-
logischer Riume. Die Produkttopologie ist die einzige Topologie auf [1;c; X; mit der folgenden
Eigenschaft:
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Fiir jeden topologischen Raum T und jede Abbildung ¢ : T — [1;c; X; ist g genau dann stetig,
wenn pr; o g fiir jedes j € I stetig ist.

T CTIx

iel
pr;
prjog

X;j

Beweis. (Dies ldsst sich analog zur universellen Eigenschaft der Unterraumtopologie
beweisen.)

Sei wieder 7y die Produkttopologie auf X := [];c; X; und sei S gegeben wie in Defini-
tion[2.18] Wir wollen zunichst zeigen, dass Ty die besagte Eigenschaft hat.

,=" folgt direkt aus Satz

,<="8einung: T — X,sodassprjog: T — X; stetig ist. Nach Satz reicht es zu

zeigen, dass f~1(V) fiir jedes V € S offen in R ist. Fiir jedes solche V gibt es j € I und
U C X; offen, so dass V = prj’l(ll). Damit folgt, dass

g1 (U) =g (pr; {(U)) = (prjog) ' (U)

offen ist, da pr j © & nach Annahme stetig ist. Also ist auch g stetig.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei 7 eine weitere Topologie auf X mit der obigen Eigenschaft.
Wihle fiir diese Eigenschaftdann T = (X, 7) und ¢ = idx : T — X. g ist trivialerweise
stetig beztiglich ¢, also ist nach obiger Eigenschaft pr; stetig beziiglich T . Also gilt nach
Satz[2.20] dass Ti1 C 7.

Betrachte nun T = (X, Ty1) und ¢ = idx : T" — X, (die als Abbildung zwischen
Mengen wieder die Identitit ist, als Abbildung zwischen topologischen Rdumen aber
unterschiedliche Topologien betrachtet). Dann ist pr; o ¢ =pr ;T — X; stetig fiir jedes
j € I nach Konstruktion von 7pj, also ist nach obiger Eigenschaft auch g’ selbst stetig.
Dies heifit aber, dass 7 C 7y, also haben wir gezeigt, dass 7 = Trj, was zu zeigen
war. [

Sind zwei metrische Rdume gegeben, so ldsst sich auf dem Produkt der beiden Raume
wieder eine Metrik definieren. In diesem Fall induziert die Produktmetrik tatsachlich
stets die Produkttopologie.

Satz 2.22. Seien (X1,dq) und (Xy,dy) metrische Riume und betrachte die von dy und d;
induzierten Topologien auf X1 und Xp. Dann ist die Produkttopologie auf X := Xy x X, gerade
die Topologie, die von der Produktmetrik

d: X xX =R, d((x1,x2),(y1,¥2)) = max{di(x1,y1),d2(x2,¥2) },
erzeugt wird.

Beweis. Dies ist Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 2. O
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24 Quotientenraume und koinduzierte Topologien

In Abschnitt 2.2l haben wir den Fall betrachtet, dass eine Abbildung f : M — X zwi-
schen einer Menge M und einem topologischen Raum X gegeben ist und mit Hilfe
von f und der Topologie auf X eine Topologie auf M definiert. Nun wollen wir den
,umgekehrten” Fall betrachten und erneut eine Topologie auf M definieren, die die
Mindestanforderung erfiillt, dass f stetig ist.

Satz/Definition 2.23. Sei X ein topologischer Raum, M eine Menge und f : X — M eine
Abbildung. Dann ist
T/ .= {Uc M| fY(U) ist offen in X}

eine Topologie auf M. Diese heifit die von f koinduzierte Topologie. Ist M mit dieser Topo-
logie versehen, so ist f stetig.

Beweis. Die Topologie-Eigenschaften von T/ folgen aus den entsprechenden Eigen-
schaften von X und der Kompatibilitit von Urbildern mit Mengenoperationen. Die
Stetigkeit von f ist offensichtlich. O

Beispiel 2.24. (1) Fiirn € N sei RP" = {L C R"*! | L ist Ursprungsgerade}. Betrach-
te R"*1 \ {0} als Unterraum von R"*! und sei

f:R"™ {0} - RP",  f(v) =Ro.

RP" mit der von f koinduzierten Topologie heifdt der n-dimensionale reell-projektive
Raum.

(2) Analog sei CP" = {L C C"*! | L ist komplexe Ursprungsgerade}. Betrachte C"*1
mit der euklidischen Topologie und sei

g:C" {0} — CP", ¢(v) = Co.

CP" mitder von f koinduzierten Topologie heifst der n-dimensionale komplex-projektive
Raum.

Die folgenden abstrakten Charakterisierungen koinduzierter Topologien sind analog
zu denen induzierter Topologien in Abschnitt 2.2.

Satz 2.25. Sei X ein topologischer Raum, M eine Menge und f : X — M. Die von f koindu-
zierte Topologie T/ auf M ist die feinste Topologie auf M beziiglich der f stetig ist.

Beweis. Dies ist klar. O

Satz 2.26 (Universelle Eigenschaft der koinduzierten Topologie). Sei X ein topologischer
Raum, M eine Menge und f : X — M. Die von f koinduzierte Topologie ist die eindeutige
Topologie auf M mit der folgenden Eigenschaft:
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Ist T ein topologischer Raum und g : M — T eine Abbildung, so ist ¢ genau dann stetig, wenn
gof: X — T stetig ist.

X
l f gof
M g T

Beweis. Wir rechnen zunéchst nach, dass die koinduzierte Topologie die entsprechende
Eigenschaft hat:

,=": Dies folgt aus Satz

,<="Ist g o f stetigund U C T offen, so ist (go f)~1(U) = f~1(¢~1(U)) offen in X.
Nach Definition der koinduzierten Topologie ist damit aber ¢~1(U) € T/. Also ist g
stetig.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit sei 7 eine weitere Topologie auf M mit der obigen
Eigenschaft. Wihle in obigem Diagramm dann T = (M, 7) und g = idy : (M, T) —
M, T). Da g stetig, ist dann f stetig beziiglich 7, also gilt nach Satz[2.25 dass T 7/,
Betrachten wirnun ¢’ = idys : (M, T) — (M, T/), die als Abbildung zwischen Mengen
die Identitat ist, soist ¢’ o f = f : X — (M, T/) wie gerade gezeigt stetig, also ist nach
der angenommenen Eigenschaft auch ¢’ stetig. Das heifit aber, dass 7/ C 7 und damit
T=T O

Bemerkung 2.27. Man beachte, dass sich die universelle Eigenschaften von induzierter
und koinduzierter Pfeile sehr dhneln. Genauer erhilt man im Diagramm die eine aus
der anderen durch ,, Umdrehen aller Pfeile”.

Koinduzierte Topologien werden vor allem fiir surjektive Abbildungen betrachtet. Wir
geben diesem Fall deshalb einen eigenen Namen.

Definition 2.28. Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y stetig. Ist f surjek-
tiv und Y mit der von f koinduzierten Topologie versehen, so heift f Identifizierungsab-
bildung oder kurz Identifizierung.

Die nichste Folgerung aus der universellen Eigenschaft wird haufig in konkreten Si-
tuationen benutzt, wir wollen sie deshalb explizit festhalten.

Korollar 2.29. Seien X, Y und Z topologische Riume, sei f : X — Y eine Identifizierung und
sei g : X — Z stetig. Wenn fiir alle x1,x, € X mit f(x1) = f(x2) gilt, dass g(x1) = g(x2),
so gibt es eine eindeutige stetige Abbildung 3:Y — Zmitg=go f.

X
fi\g\\
Y >/

8
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Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit einer eindeutigen Abbildung § mit g = go f
folgt mit elementarer Mengenlehre. (Man beachte, dass fiir die Eindeutigkeit die Sur-
jektivitdt von f benoétigt wird.) Da ¢ nach Annahme stetig ist, folgt die Stetigkeit von g
aus der universellen Eigenschaft der koinduzierten Topologie. O

Um festzustellen, dass eine Abbildung eine Identifizierung ist, zieht man oft das fol-
gende Kriterium heran.

Satz 2.30. Seien X und Y topologische Riume und sei f : X — Y stetig und surjektiv. Ist f
offen oder abgeschlossen, so ist f eine Identifizierung.

Beweis. Sei T die gegebene Topologie auf Y. Wir miissen zeigen, dass 7 = 7/. Da f
stetig ist, gilt fiir jedes V € T, dass f (V) offen ist, also ist T C T/.

Sei V € T/ beliebig. Dann ist nach Definition von 7/ die Menge f~(V) offen in X. Da
f surjektiv ist, ist f(f~1(V)) = V. Ist f offen, so folgt daraus, dass V € T.

Ist f abgeschlossen, so folgert man analog, dass f(f~}(Y \ V)) = Y \. V abgeschlossen
und damit V offen in Y ist. In beiden Fallen folgt, dass T/ =T, was zu zeigen war. [

Fiir Identifizierungen gilt der folgende Eindeutigkeitssatz.

Satz 2.31. Seien X, Y1 und Y, topologische Riaume und seien f1 : X — Yjund f, : X —
Y, Identifizierungen. Angenommen, es gelte fiir alle x,x' € X, dass fi(x) = f1(x') genau
dann, wenn fr(x) = fo(x"). Dann sind Y1 und Y, homdomorph und es gibt einen eindeutigen
Homdomorphismus ¢ : Y1 — Yo mit ¢ o f1 = fo.

XLH

~

f l e
2 //‘» @
Y2

Beweis. Nach Korollar induzieren f; und f; stetige Abbildungen f; : Y> — Y; und
fz : Y1 — Yy, fiir die folgende Diagramme kommutieren:

X X

fi\l fi\i

Yy =Yg Y, =Yy
h 2

Setzen wir g := f1 0 fo : Y1 — Y3, so folgt aus der Kommutativitit der Diagramme, dass

gofi=fiohofi=fiofr=fi,

also kommutiert auch



Ersetzen wir ¢ durch idy,, so erhalten wir ebenfalls ein kommutatives Diagramm. Nach
Korollar ist die Abbildung, die das Diagramm kommutieren lasst, jedoch eindeu-
tig, also folgt idy, = ¢ = f1 o f». Analog zeigt man f, o f; = idy,, also erhalten wir den
gewiinschten Homdomorphismus durch ¢ = f;. O

Eine typische Anwendung der koinduzierten Topologie ist, Quotienten von topologi-
schen Rdumen wieder mit Topologien zu versehen.

Definition 2.32. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X
und p : X — X/~ die Abbildung, die jedem Element seine Aquivalenzklasse zuordnet.
Die von p koinduzierte Topologie

TP={UcX/~ |p {(U)eT}

auf X/~ wird Quotiententopologie genannt. (X/~, T?) heifit ein Quotientenraum von X
und p heif3t (kanonische) Projektion.

Es ist klar, dass die kanonische Projektion auf den Quotientenraum eine Identifizierung
ist. Das nédchste Resultat zeigt, dass wir jede koinduzierte Topologie einer surjektiven
Abbildung als Quotiententopologie betrachten konnen.

Korollar 2.33. Seien X und Y topologische Riaume und sei f : X — Y eine Identifizierung.
Definiere eine Aquivalenzrelation auf X durch

x~px e flx) = f(X).
Dann ist X /~¢ homdomorph zu Y.

Beweis. Wende Satz.3T]an auf f; = f und f, : X — X/~ die kanonische Projektion.
U

Beispiel 2.34. (1) Betrachte auf [0, 1] die Aquivalenzrelation, die durch 0 ~ 1 definiert
wird. Betrachte dann die Abbildung

f:[0,1] — S%, f(t) = (cos(27mt),sin(27rtt)).

f ist offensichtlich surjektiv und stetig und stimmt mit der Einschrankung der Po-
larkoordinatenabbildung F : (0,+c0) x R — R2~ {0} auf {1} x [0,1] iiberein.
Aus der Analysis II wissen wir, dass F eine offene Abbildung ist. Daraus folgert
man, dass f eine offene Abbildung beztiglich der Unterraumtopologien ist, also ist
f nach Satz eine Identifizierung. Da ~ in der Notation von Korollar mit
~ iibereinstimme, folgt aus diesem Korollar, dass S ~ [0,1]/ ~.

(2) Wenden wir Korollar auf die Abbildungen aus Beispiel an, so erhalten wir,
dass

RP" ~ (R"™ < {0})/~, wobeix~y :& 3JAER mitdx=y,
CP" =~ (C"t'\ {0})/~/, wobeix ~'y :& 3JAe€C mitix=y.
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)

Sei n € N und betrachte auf S" die Aquivalenzrelation
x~y & ye{x—x}

Dann ist RP" ~ S" /~. (Dies ist Ubungsaufgabe 1 von Blatt 3.)

Beispiel 2.35. (Quotientenrdume von [0,1]?)

In diesem Beispiel wollen wir Rander des Quadrats [0,1]> = [0, 1] x [0, 1] durch Quoti-
entenbildung miteinander verkleben und die Riume betrachten, die wir auf diese Wei-
se herausbekommen. Die folgenden vier Relationen sind in Abbildung 2.1 skizziert.

(1)

(2)

€)

4)

Betrachte die Aquivalenzrelation ~1 auf [0, 1]2, die durch Reflexivitiat und durch
(0,t) ~1 (1,t) Vte[0,1]

definiert wird. Das Resultat ist ein , geschlossener Streifen”, der zu [0, 1] x St ho-
moomorph ist. Dies zeigt man, indem man Satz auf die Projektion 7 : [0,1]2 —
[0,1]2/ ~1 und die Abbildung f x idjyy) : [0,1]* — S' x [0, 1] anwendet, wobei f
wie in Beispiel (1) definiert sei. Hierzu muss man zeigen, dass f x id[p,1) eine
Identifizierung ist, was wir in Satz[4.31|beweisen werden.

Sei ~; auf [0, 1]? durch Reflexivitat und durch
(0,t) ~2 (1,1 —t) Vte[0,1]
definiert. Der Quotientenraum M := [0, 1]2/~» heifit Mobiusband.

Wir untersuchen nun die Aquivalenzrelation ~3 auf [0,1]?, die durch Reflexivitit
und durch

(0, t) ~3 (1, t) Vt € [O, 1], (S,O) ~3 (S,l) Vs € [O, 1],

gegeben ist. Der Quotientenraum [0, 1]2/ ~3 ist homéomorph zum 2-Torus T? :=
S! x S!. Dies zeigt man durch Anwendung von Satz auf die Projektion 7 :
[0,1]> = [0,1]?/~3 und f x f : [0,1]> — S! x S!, wobei f wieder wie in Beispiel
[2.34](1) definiert sei. Auch dies werden wir in Satz[4.31|beweisen.

SchlieBlich sei ~4 auf [0,1]? durch Reflexivitat und durch
(0,t) ~4 (1,1 —1t) Vte[0,1], (s,0)~4(s,1) Vse[0,1]

definiert. Der Quotientenraum K := [0, 1]?/ ~4 heif}t Kleinsche Flasche. In der Geo-
metrie von Flachen spielt diese eine wichtige Rolle. Sie ist das einfachste Beispiel
einer geschlossenen nichtorientierbaren Fladche.

Eine besondere Art von Quotientenraumbildung, die in der Topologie eine wichtige
Rolle spielt, bekommt eine besondere Notation.
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~1 ~2 ~3 ~4

Abbildung 2.1: Die vier Aquivalenzrelationen aus Beispiel

Definition 2.36. Sei X ein topologischer Raum und A C X mit A # @. Wir definieren
eine Aquivalenzrelation auf X durch

X~ay & X, yeA VvV x=y.

Dann nennen wir
X/A:=X/~4u

den durch Zusammenschlagen von A oder Kollabieren von A gebildeten Quotientenraum.

Anschaulich werden in X/A alle Elemente aus A mit einem Punkt identifiziert und
keine weiteren Identifikationen gebildet. Im folgenden Satz sehen wir ein wichtiges
und anschauliches Beispiel dafiir, wie das Kollabieren von Teilmengen funktioniert.

Beispiel 2.37. Sei D" := {x € R" | ||x|| < 1} die abgeschlossene Einheitskugel in R".
Dann ist
D"/s" 1~ S".

Dies werden wir zu einem spdteren Zeitpunkt beweisen. Man kann sich die Behaup-
tung jedoch fiir n = 2 anschaulich schon gut an einer Skizze klarmachen.

2.5 Summen topologischer Riume

Definition 2.38. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Raume. Die Summe oder disjunkte
Vereinigung von (X;);c; ist die Menge

I_lXi = U{(X,Z) ’ iel, xe Xl'}.

i€l i€l
Anschaulich legen wir in der disjunkten Vereinigung mehrere Rdume nebeneinander.

Satz/Definition 2.39. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Riaume. Dann ist auf | |;c; X; eine
Topologie gegeben durch

T = {|_|Ll,' = UU,' x {i} ‘ U; ist offen in X; Vi € I}.
i€l i€l
7., heifit die Summentopologie und (| l;c; X;, 7.)) heifit die topologische Summe von (X;);e;.
Wie auch die anderen Konstruktionen in diesem Kapitel ldsst sich die topologische

Summe wieder durch abstrakte Eigenschaften charakterisieren.
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Satz 2.40. Sei (X;)ic| eine Familie topologischer Riume. Fiir jedes j € I sei fj : Xj — | lief Xi,
f(x) = (x,j). Die Summentopologie ist die feinste Topologie auf | |;c; X;, fiir die f; fiir alle
j € I stetig ist.

Satz 2.41 (Universelle Eigenschaft der Summentopologie). Sei (X;)ic eine Familie topo-
logischer Riume. Fiir jedes j € I sei f; : Xj — |ie; Xi, fj(x) = (x,]). Die Summentopologie
ist die eindeutige Topologie auf | |;c; X; mit der folgenden Eigenschaft:

Ist T ein topologischer Raum und g : | ljc; X; — T, so ist g genau dann stetig, wenn g o f;
X; — T fiir jedes j € I stetig ist.

X;

%K
g

LI

iel

T

Die Beweise der letzten beiden Sitze verlaufen analog zu den Beweisen der anderen
universellen Eigenschaften in diesem Kapitel, wir lassen sie deshalb aus. In topologi-
schen Summen finden wir unter anderem echte nichtleere Teilmengen, die offen und
abgeschlossen sind.

Satz 2.42. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Riume. Fiir j € I sei f; : X; — |ics X;
definiert wie in Satz Dann ist f;(X;) offen und abgeschlossen in der topologischen Summe

LUier Xi.
Beweis. Wir kénnen f;(X;) schreiben als | |;c; U;, wobei

o X; fallsi =j,
o fallsi #j,

also ist X; offen in der topologischen Summe. Weiter ist

X; fallsi # i
|| Xi~fi(Xj) =] | Vi, wobeiV;=<"" asz.#].’
el ol @ fallsi=j,

also ist | J;c; Xi \ fj(X;) offen und damit f;(X;) abgeschlossen in der topologischen
Summe. O

Topologische Summen und Quotientenbildung lassen sich hdufig gut miteinander kom-
binieren (wie wir im folgenden Abschnitt noch sehen werden). Wir beenden diesen
Abschnitt mit zwei interessanten Beispielen dafiir.

Beispiel 2.43. (1) (Einpunktvereinigung)

Seien X, Y topologische Rdume, xo € X und yo € Y. Die Einpunktvereinigung von
(X, x0) und (Y, yo) ist der Quotientenraum

XVY:=(XUY)/{xo}U{yo}) = (XUY)/~,
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Abbildung 2.2: Die Einpunktvereinigung S Ly st

wobei ~ durch Reflexivitdt und durch xy ~ yo definiert sei. Wir kleben also X und
Y an den Punkten x( und o aneinander. Abbildung 2.2 zeigt ein Bild von S! v S1.

(2) (Die Gerade mit zwei Urspriingen)

In Abschnitt 1.4 hatten wir am Beispiel der indiskreten Topologie gesehen, dass
Grenzwerte von Folgen in topologischen Rdumen nicht eindeutig sein miissen. Wir
wollen nun eine etwas feinere Topologie konstruieren, in der Grenzwerte nicht ein-
deutig sind. Auf der topologischen Summe

RUR = {(x,0) | x e R}U{(x,1) | x € R}
definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

(5, i) ~ (v, )= x=y,x#0 V (x,i) = (y,])

Sei L := (R UR) /A mit der Quotiententopologie versehen und p : RUR — L die
Projektion. Ist (x,),en eine Folge in (0, +-o0) die gegen 0 konvergiert und betrachte
die Folge (p(x4,0))uen- Da p(x,,0) = p(xy,1) fir alle n € IN erfiillt ist, lasst sich
zeigen, dass (p(xn,0))nen sowohl gegen p(0,0) als auch gegen p(0, 1) konvergiert,
welche nicht iibereinstimmen. Also ist der Grenzwert der Folge nicht eindeutig.

2.6 Pushouts und Pullbacks

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst eine allgemeine Vorstellung fiir das Verkleben
von Riaumen entwickeln. Zwei einfache Beispiele dafiir haben wir im letzten Abschnitt
gesehen, die Einpunktvereinigung verklebt beispielsweise zwei Rdume an jeweils ei-
nem Punkt miteinander. Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen Definition.

Definition 2.44. Seien A, X und Y topologische Rdume, f : A — Xund g : A —
Y stetige Abbildungen. Betrachte auf der topologischen Summe X LI Y die kleinsteE]
Aquivalenzrelation, tir die fiir alle x € X, y € Y gilt, dass

x~y, wennda€ A sodassx = f(a), y=g(a).

1Hierbei ist , kleinste” in dem Sinne gemeint, dass Relationen auf einer Menge M als Teilmengen von
M x M gegeben sind. Die kleinste Aquivalenzrelation, die eine bestimmte Teilmenge von M x M enthalt,
ist dann gegeben als Schnittmenge aller Aquivalenzrelationen mit dieser Eigenschaft.
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Der Quotientenraum X U, Y := (XUY)/~ heifit Pushoutvon f : A — Xundg: A —Y.
(Kurzschreibweise: Pushout von X é AL Y.)

Fiir uns ist vor allem der Spezialfall interessant, in dem eine der beiden Abbildungen
im Pushout die Inklusion eines Unterraums ist.

Definition 2.45. Seien X und Y topologische Rdiume und sei A C X mit der Unterraum-
topologie versehen. Fiir eine stetige Abbildung f : A — Y betrachten wir auf X LI'Y die
durch x ~¢ f(x) fiir alle x € A definierte Aquivalenzrelation und den Quotientenraum

XUinZ (XUY)/Nf

X Ur Y heifst die Verklebung von X und Y mittels f oder auch der durch Zusammenkleben
von X und Y mittels f entstandene Raum.

Bemerkung 2.46. Isti: A — X die Inklusion, so ist in der Notation von Definition 2.45]

der Raum X U f Y das Pushout von X <L’ A i) Y.

Beispiel 2.47. (1) Die Einpunktvereinigung zweier topologischer Rdéume X und Y be-
ziiglich xo € X und yo € Y ist gegeben durch X VY = X U Y, wobei f : {xo} — Y,
f(x0) = yo.

(2) Sei wieder D" C IR" die abgeschlossene Einheitskugel, wobei n € IN und sei f :
§"~1 — D" die Inklusion des Randes. Dann ist D" Uy D" & S". Es gilt ndmlich:

Betrachten wir D" LI D" = D" x {0,1} und die Abbildung

¢:D"UD" = S", g((x1,...,%u),j) = (xl,...,xn,(—l)j 1— Zx?—),
i=1

Man sieht leicht, dass g surjektiv und stetig ist. Weiter rechnet man nach, dass g
abgeschlossen ist, also ist ¢ nach Satz eine Identifizierung.

Istnun p : D" U D" — D" Uy D" die kanonische Projektion, gilt fiir alle x,y € D"
und i,j € {0,1}, dass

gx,i)=gW,j) < xi)=@wj vV x=yes' & pk =py).

Also folgt die Behauptung aus Satz
(Ubung: Erstelle eine Skizze dieser Verklebung fiir n = 2.)

(3) Fiirn € Nsei f : S"! — RP"!, f(x) = Rx. Dann ist
RP"' Uy D" ~ RP".

Dies ist Aufgabe 4 von Ubungsblatt 3.
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Schliefilich wollen wir zeigen, dass sich das Pushout zweier Abbildungen eine univer-
selle Figenschaft besitzt, welche in vielen Situationen benutzt werden kann ohne die
konkrete Konstruktion zu betrachten.

Satz 2.48 (Universelle Eigenschaft des Pushouts). Seien A, X und Y topologische Riume,

f:A—= Xund g: A — Y stetige Abbildungen und sei X Uy Y das Pushout von X L
A 5 Y. Seien jx : X = XUaYund jy : Y — X Un Y die Verkniipfungen der Inklusionen

ix : X = XUYundiy:Y — XUY mit der kanonischen Projektion des Pushouts. Dann gilt:
Ist T ein topologischer Raum und sind p : X — T und q : Y — T stetige Abbildungen mit
po f = qog,so gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : XUaY — T,sodass p = @ o jx
und g = @ o jy.

A—S oy

f l]’y

Ix

X—=XUpY

Beweis. Die Abbildungen p und g induzieren eine Abbildung r : X 1Y — T, die ein-
deutig definiert ist durch r o ix = p und r o iy = g. Nach der universellen Eigenschaft
der Summentopologie ist r stetig, da p und g stetig sind.

Da po f = gog, ist klar, dass r(ix(f(a)) = r(iy(g(a))), also ist r(x) = r(y), wenn
f(a) = x und g(a) = y fir ein a € A erfillt ist. Nach Konstruktion des Pushouts
als Quotientenraum gibt es daher nach Korollar eine eindeutige stetige Abbildung
@:XUaY = Tmitpom =r, wobeir: XUY — XU, Y die kanonische Projektion
bezeichne.

Man iiberpriift nun ohne Probleme, dass das Diagramm mit dieser Wahl von ¢ kom-
mutiert. ]

Fiir den Fall der Verklebung von Rdumen sieht diese Eigenschaft etwas tibersichtlicher
aus, daher wollen wir diese Bedingung noch explizit formulieren. Wir iiberlassen es der
Leserin oder dem Leser, zu tieberpriifen, dass dies wirklich ein Spezialfall des letzten
Satzes ist.

Korollar 2.49 (Universelle Eigenschaft der Verklebung). Seien X und'Y topologische Riume,
sei A C X, sei f: A— Y stetigundseit: XUY — X UrY die kanonische Projektion. Dann
gilt:
Ist T ein beliebiger topologischer Raum und sind p : X — T und q : Y — T stetige Ab-
bildungen, so dass p(x) = q(f(x)) fiir jedes x € A gilt, so gibt es eine eindeutige stetige
Abbildung

Q: XU f Y —>T,

fiir die gilt, dass ¢(7t(x)) = p(x) fiiralle x € X und ¢(7t(y)) = q(y) fiiralley €Y.

36



Es gibt auch zum Pushout eine duale Konstruktion, das sogenannte Pullback zweier
Abbildungen. Die explizite Konstruktion dieses Pullbacks ist sogar deutlich einfacher
als beim Pushout. Pullbacks werden in dieser Vorlesung gar nicht mehr oder erst ganz
am Ende der Vorlesung wieder auftauchen, der Rest dieses Abschnitts kann also ohne
Nachteile tibersprungen werden.

Definition 2.50. Seien X, Y und B topologische Rdume und seien f : X -+ Bund Y — B
stetige Abbildungen. Die Menge

XxpY:={(xy) e XxY|f(x)=g(y)} CXxY

versehen mit der Unterraumtopologie beziiglich der Produkttopologie auf X x Y heifst
Pullback oder Faserprodukt von f : X — Bund g : Y — B. (Kurzschreibweise: Pull-

back/Faserprodukt von X Il p& Y.)

Der Nutzen dieser Rdume wird vor allem beim Studium von Faserbiindeln bewusst,
wie wir vielleicht gegen Ende des Semesters noch sehen werden. Wir beschlieflen das
Kapitel mit der universellen Eigenschaft des Pullbacks. Man beachte, dass Umdrehen
aller Pfeile im kommutativen Diagramm im folgenden Satz das entsprechende Dia-
gramm aus der universellen Eigenschaft des Pushouts liefert.

Satz 2.51. Seien X, Y und B topologische Riaume, f : X — B und g : Y — B stetige

Abbildungen und sei X x Y das Pullback von X i> B & Y. Seien rx : X XgY — Xundry :

X xpY — Ydie Einschriinkungen der Projektionen pry : X XY — Xundpr, : X XY — Y.
Dann gilt:

Ist T ein topologischer Raum und sind p : T — X und q : T — Y stetige Abbildungen mit
fop = gogq,so gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : T — X xpY,sodassp =rxo ¢
und q = rx o @.

Beweis. Die Abbildung r: T — X x Y, r(t) = (p(t),q(t)), ist offensichtlich die eindeu-
tige Abbildung mit pry o7 = pund pr, or = gist. Da p und g stetig sind, ist r nach der
universellen Eigenschaft der Produkttopologie stetig. Da f o p = g o g, gilt nach Defini-
tionvonr, dassr(T) C X xp Y. Es gibt also eine eindeutige Abbildung ¢ : T — X x3Y,
sodassio @ =r,wobeii: X xpY < X X Y sei. Nach der universellen Eigenschaft der
Unterraumtopologie ist ¢ wieder stetig. Man rechnet nun ohne Probleme nach, dass
obige Diagramm mit dieser Wahl von ¢ kommutiert. O
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Kapitel 3

Eigenschaften topologischer Riume

In diesem Kapitel biindeln wir Resultate iiber wichtige grundlegende Eigenschaften
topologischer Rdume. Zunichst werden wir Zusammenhang und Wegzusammenhang
topologischer Riume betrachten und die beiden Begriffe miteinander vergleichen.
Anschlieffend geht es um Trennungseigenschaften, womit gemeint ist, dass wir unter-
suchen wollen, wie man in topologischen Raumen Punkte oder abgeschlossene Men-
gen durch offene Umgebungen voneinander ,isolieren” kann. Der wichtigste Begriff
dabei, der uns fiir den Rest des Semesters begleiten wird, ist dabei der des Hausdorff-
Raumes.

Im Anschluss werden wir uns Existenzsitze fiir stetige Funktionen anschauen, wobei
direkt die Trennungseigenschaften zur Anwendung kommen. Die Hauptresultate sind
das Lemma von Urysohn und der Erweiterungssatz von Tietze, die wir beide in diesem
Abschnitt sehen und beweisen werden.

Schliefslich schauen wir uns metrische Raéume noch einmal genauer an und betrachten
dabei den Begriff der Vollstandigkeit. Wir betrachten Vervollstindigungen von metri-
schen Raumen und stetige Fortsetzungen auf diese, bevor wir uns dem Satz von Baire
tir vollstandige metrische Riume zuwenden und auch eine Anwendung dafiir sehen
werden.

Ein fundamentaler Begriff der Topologie taucht in diesem Kapitel noch nicht auf: Kom-
paktheit. Diese Eigenschaft ist so wichtig und facettenreich, dass wir ihr das ganze
vierte Kapitel widmen werden.

3.1 Zusammenhang

Im letzten Kapitel haben wir unter anderem die topologische Summe kennengelernt,
in welcher anschaulich gesprochen topologische Riume nebeneinander gelegt werden.
Die einzelnen Rdaume in dieser Summe sind topologisch nicht miteinander verbunden,
die Topologien werden ,komponentenweise” betrachtet.

In diesem und dem néchsten Abschnitt wollen wir zwei Gegenbegriffe entwickeln, wir
wollen ndmlich topologische Raume studieren, die zusammenhingen. Fiir diese Vorstel-
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lung gibt es zwei unterschiedliche Abstraktionen, die des Zusammenhangs und die des
Wegzusammenhangs. Beide Vorstellungen stimmen etwa auf normierten Vektorraum-
en wie dem R” tiberein. Wir werden die beiden Begriffe nacheinander definieren und
ausarbeiten und schlieflich ein allgemeineres Kriterium dafiir ausarbeiten, wann sie
iibereinstimmen.

Definition 3.1. Ein topologischer Raum X heifdt zusammenhingend, wenn es keine zwei
offenen nichtleeren Teilmengen U, V C X gibt, so dass

UUV =X und UNV=0.

Eine Teilmenge A C X heifst zusammenhingend, wenn sie zusammenhangend beziiglich
der Unterraumtopologie ist.

Beispiel 3.2. (1) R” ist fiir alle n € IN zusammenhéngend. Dies zeigen wir spéter.
(2) Q C R ist nicht zusammenhingend: istr € R\ Q, soist Q C (—oo,7) U (7, +00).

(3) Sei R"*" die Menge der reellen (n x n)-Matrizen, betrachtet als topologischer Raum

mit der Topologie, die von einem Isomorphismus R"*" = R"™ und der euklidischen
Topologie induziert wird. Sei

GL,(R) = {A € R"™" | Aistinvertierbar} = {A € R"*" | det(A) # 0}.

Dannist GL,(IR) nicht zusammenh&ngend: die Determinante ist als Polynom stetig,
also ist
GLy(R) = det ' ((—00,0)) Udet ' ((0, +c0))

eine Zerlegung von GL,(RR) in nichtleere disjunkte offene Teilmengen.

Der Zusammenhang eines Raumes ldsst sich alternativ durch zusammenhéngende Teil-
mengen beschreiben.

Satz 3.3. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhingend, wenn es fiir je zwei
x,y € X ein zusammenhingendes A C X gibt mit x,y € A.

Beweis. ,,=*: Klar.

=" Angenommen, es gebe U,V C X offen und nichtleer mit UUV = X und U N
V = @. Wéhlex € Uund y € V und sei A C X zusammenhdngend mit x,y € A.
Dann wire jedoch A = (ANU)U(ANV)mit ANU # dund ANV # &, also
wire A als Unterraum nicht zusammenhéngend. Dies ist ein Widerspruch, also ist X
zusammenhdngend. O

Der folgende Satz liefert zwei alternative Charakterisierungen zusammenhéangender
Mengen.

Satz 3.4. Sei X ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) X ist zusammenhingend.
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(ii) @ und X sind die einzigen Teilmengen von X, die offen und abgeschlossen sind.
(iii) Jede stetige Abbildung von X in einen Raum mit diskreter Topologie ist konstant.

Beweis. Wir werden einen Ringschluss herstellen.

(i) = (ii): Angeommen, es gebe U C X mit @ # U # X, so dass U offen und abge-
schlossen ist. Dann ist V' := X \ U nichtleer und offenin X undes gilt UNV = &.
Da dann X = U UV, wiirde folgen, dass X nicht zusammenhédngend wire, was im
Widerspruch zur Annahme stiinde. Also kann es kein solches U geben.

(ii) = (iii): Sei Y mit der diskreten Topologie versehen und f : X — Y stetig. Da fiir
jedes y € Y die Menge {y} offen und abgeschlossen in Y ist, ist f }({y}) offen und
abgeschlossen in X fiir jedes y € Y. Nach Annahme ist also f~}({y}) € {2, X} fiir alle
y € Y, was nur dann erfiillt sein kann, wenn f konstant ist.

(iii) = (i): Sei {0,1} mit der diskreten Topologie versehen. Ist X nicht zusammen-
héngend und sind U,V C X offen, nichtleer und disjunkt mit U UV = X, so ist die
Abbildung

0 fallsx € U,

f:X=101},  f(x) = {1 falls x € V

wohldefiniert und stetig. Im Umkehrschluss folgt die Behauptung. O

Satz 3.5. Die zusammenhiingenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Beweis. Sei A C R kein Intervall. Dann gibt es x,y € A, so dass [x,y] ¢ A. Sei also
z € (x,y) N~ A.Dannist A = (AN (—00,z)) U(AN(z,+)), so dass A nicht zusam-
menhdngend ist. Jede zusammenhdngende Teilmenge von R ist also ein Intervall.

Sei I ein Intervall und nehme an, dass I nicht zusammenhédngend sei. Seien U,V C I
offen, nichtleer und disjunkt mit I = UU V und seiens € Uund t € V. Nehme 0.B.d.A.
an, dass s < tund setze m := inf{x € V | x > s}. Dannistm € V.Dajedoch V =1~ U
und U offen ist, ist V abgeschlossen in I, so dass V = V nach Satz e). Alsoistm € V.
Da V offen in I ist, gédbe es dann ein e > 0 mit (m —¢,m +¢) C V. Dajedochs < m —¢,
steht dies im Widerspruch zur Definition von m. Also ist I zusammenhéngend. O

Der folgende Satz ist eine zentrale Aussage iiber zusammenhidngende Mengen und
verallgemeinert, wie wir sehen werden, einen wichtigen Satz aus der Analysis I von
den reellen Zahlen auf beliebige topologische Rdume.

Satz 3.6. Seien X und Y topologische Riume. Ist X zusammenhingend und f : X — Y stetig,
soist f(X) zusammenhiingend.

Beweis. Sei Z ein diskreter Raum und sei ¢ : f(X) — Z stetig. Dann ist auch go f :
X — Z stetig und damit nach Satz 3.4/ konstant. Da f die Menge X surjektiv auf f(X)
abbildet, folgt daraus, dass g konstant ist. Also ist Z nach Satz [3.4|zusammenhéngend.

O

Korollar 3.7. a) Seien X und Y topologische Riaume. Ist X zusammenhingend und Y ho-
moomorph zu X, so ist Y zusammenhingend.
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b) Quotientenriume zusammenhingender Riume sind zusammenhingend.

Zusammenhidngend zu sein ist also insbesondere eine topologische Eigenschaft im Sin-
ne von Abschnitt 2.1.

Korollar 3.8 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig
mit f(a) < f(b). Dann gibt es fiir jedes c € (f(a), f(b)) eint € (a,b) mit f(t) = c.

Beweis. Nach Satz [3.5]ist [a,b] zusammenhédngend, also ist f([a,b]) nach Satz 3.6] zu-
sammenhdngend und damit wieder nach Satz [3.5| wieder ein Intervall. Insbesondere
gilt also [f(a), f(b)] C f([a,b]), woraus die Behauptung folgt. O

Satz 3.9. Sei X ein topologischer Raum. Sei (A;)ic; eine Familie zusammenhingender Teil-
mengen von X. Falls X = ;e A; und falls A; N A; # @ fiirallei,j € I, so ist X zusammen-
hingend.

Beweis. Seien U,V C X offen und disjunkt mit U UV = X. Wahle i € I beliebig. Da A;
zusammenhédngend ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A; C U.Da A; N A; # &,
folgt A;NU # o fiir alle j € I. Da aber jedes der A; zusammenhingend ist, muss
Aj C U fur alle j € I gelten, also folgt X = Ujc; Aj C U und damit X = U. Also ist X
zusammenhdngend. O

Satz 3.10. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X zusammenhingend. Ist B C X mit
ACBCA,soistB zusammenhingend.

Beweis. Angenommen, es gebe U,V C X offen,sodass BNU # @, BNV #g, UNVN
B =@ und B C UUV.Man folgert dannaus A C B C A,dassauch UN A # @ und
V N A # @, woraus folgen wiirde, dass A nicht zusammenhdngend wire. Also kann es
solche U und V nicht geben, so dass B zusammenhédngend ist. O

Mit der folgenden Konstruktion wollen wir die Struktur von Riumen besser verstehen,
die nicht zusammenhéngend sind.

Satz/Definition 3.11. Sei X ein topologischer Raum. Definiere eine Relation ~. auf X durch
x~cy: & JA C X zusammenhingend mit x,y € A.

~ ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen von ~ heiflen Zusammenhangskom-
ponenten von X oder einfach Komponenten von X. Bezeichne die Menge der Zusammen-
hangskomponenten von X mit C(X).

Beweis. Wir miissen nachrechnen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. ~ ist reflexiv,
da fiir jedes x € A die Menge {x} zusammenhingend ist. Die Symmetrie von ~ ist
klar.

Um die Transitivitdt von ~, zu sehen, wéhle x,y,z € X mit x ~, y und y ~, z und
A, B C X zusammenhidngend mit x,y € Aundy,z € B.Day € ANB,ist ANB # &,
also ist A U B nach Satz zusammenhdngend. Da x,z € A U B, folgt x ~. z, also ist
~ transitiv. ]
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Beispiel 3.12. (1) Nach Satz3.3|ist X genau dann zusammenhingend, wenn C(X) =
{X}.

(2) Jede Komponente von Q C IR besteht aus nur einem Punkt. Rdume mit dieser
Eigenschaft heiflen total unzusammenhingend.

Satz 3.13. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

a) X = Uzec(x) Z und die Komponenten sind paarweise disjunkt.

b) Jede Komponente von X ist zusammenhingend.

c) Jede zusammenhingende Teilmenge von X ist in einer Komponente von X enthalten.
d) Jede Komponente von X ist abgeschlossen in X.

Beweis. a) Klar.

b) Dies folgt direkt aus Satz

c) Ist A C X zusammenhédngend, so gilt fiir alle x,y € A, dass x ~. y.

d) Nach b) und Satz gilt fiir jedes Z € C(X), dass Z zusammenhingend ist. Also
muss Z nach ¢) in einer Komponente enthalten sein. Also folgt Z C Z und damit
nach Satz e), dass Z abgeschlossen ist.

O

Bemerkung 3.14. Die Komponenten eines topologischen Raumes miissen nicht offen
sein. Ein Gegenbeispiel dafiir ist Q C R mit der Unterraumtopologie. Fiir jedes offene
U C Q gibt es ein offenes Intervall I C R mit U = Q N I, welches jedoch stets mehr als
ein Element enthalt.

3.2 Wegzusammenhang

Definition 3.15. Sei X ein topologischer Raum und seien x,y € X. Ein Weg in X von x
nach y ist eine stetige Abbildung v : [0,1] — X mit y(0) = x und (1) = y.

X heifSt wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei x,y € X stets einen Weg in X von x
nach y gibt. A C X heifst wegzusammenhingend, wenn A beztiglich der Unterraumtopo-
logie wegzusammenhéngend ist.

Satz 3.16. Jeder wegzusammenhingende topologische Raum ist zusammenhingend.

Beweis. Sei X wegzusammenhingend, seien x,y € X beliebig und sei y ein Weg in X
von x nach y. Nach Satz [3.6/ist A := 7([0,1]) dann eine zusammenhéngende Menge
mit x,y € A. Also ist X nach Satz[3.3|zusammenhéingend. O
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Beispiel 3.17. (1) Jede konvexe Teilmenge K eines normierten Vektorraums V ist weg-
zusammenhingend. Fiir alle x,y € K ist ndmlich dann v : [0,1] — K, y(t) =
(1 —t)x + ty, ein Weg in K von x nach y. Insbesondere ist V selbst zusammen-
héngend.

(2) Nicht jede zusammenhidngende Menge ist wegzusammenhingend. Betrachte etwa
den ,topologischen Sinus”, der Unterraum

5= {(0,0)}u{<x,sin (%)) € R2 ‘ x € (0,1]} C R

S ist nicht wegzusammenhingend, da (0, 0) mit keinem Punkt der Form (x, sin(1/x))
in S durch einen Weg verbunden werden kann (Ubung). Angenommen, es géibe
U,V C S offen und nichtleer mit UUV = Sund UNV = &. Da die Menge
{(x,sin());| x € (0,1]} als stetiges Bild von (0, 1] zusammenhéngend ist, miisste
sie vollstindig in einer der beiden Mengen liegen, nehme an, dass {(x,sin(1)); | x €
(0,1]} C V.Dann miisste nicht nur gelten, dass (0,0) € U, sondern auch SNU =
{(0,0)}. Dies ist jedoch nicht moglich: Nach Definition der Unterraumtopologie
gibt es ein offenes I C R?> mit U = U N S. Dajedoch {(x,sin(2));| x € (0,1]} auch
die Folge (-, sin(nr)), = (-L,0), enthilt, die in R? gegen (0, 0) konvergiert, kann
es kein solches U geben. Also ist S zusammenhéngend.

Satz 3.18. Seien X und Y topologische Raume und f : X — Y stetig. Ist X wegzusammen-
hiingend, so ist f(X) wegzusammenhingend.

Beweis. Dies ist klar: Ist v ein Weg in X von x nach y, so ist f oy ein Weg in f(X) von

f(x) nach f(y). O]

Satz/Definition 3.19. Sei X ein topologischer Raum. Definiere eine Relation ~, auf X durch
X ~yYy: <& Esgibteinen Weg in X von x nach y.

~q ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen von ~, heiflen Wegzusammenhangs-
komponenten von X oder einfach Wegkomponenten von X. Bezeichne die Menge der Weg-
zusammenhangskomponenten von X mit W(X).

Beweis. Wir miissen nachrechnen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Der konstante
Weg 0,1 — X, t — x ist fur jedes x ein Weg in X von x zu sich selbst, also ist ~,
reflexiv.

Nun zur Symmetrie. Seien x,y € X mit x ~, y und sei 7y : [0,1] — X ein Weg in X von
x nach y. Dann ist die Abbildung

7:001] =X, () =7(1-1),

ein Weg in X von y nach x (,,durchlaufe vy riickwérts”). Also folgt y ~, x und damit die
Symmetrie von ~y.
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Fiir die Transitivitdt seien x,y,z € X mit x ~ y und y ~ z. Sei 7y1 ein Weg in X von x
nach y und 7, ein Weg in X von y nach z. Wir wollen die beiden Wege ,, hintereinander
héngen”. Sei namlich

11(2t) falls t € [0, 3],

3.1
72(2t—1) fallst € (3,1]. G1)

Yo : [0,1] — X, ’)/Q(t) = {

Man rechnet leicht nach, dass 7 ein Weg in X von x nach z ist, also folgt x ~; z und
damit die Transitivitit von ~y,. ]

Satz 3.20. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

a) X = Uwewx) W und die Wegkomponenten sind paarweise disjunkt.
b) Jede Wegkomponente von X ist wegzusammenhingend.

c) Jede Wegkomponente von X ist in einer Komponente enthalten.

Beweis. a) und b) sind klar. Da W wegzusammenhéngend ist, ist W nach Satz Zu-
sammenhdngend. Also folgt c) aus Satz Q). O

Bemerkung 3.21. Eine Wegkomponente eines topologischen Raumes ist im Allgemei-
nen weder abgeschlossen noch offen. In Beispiel sind etwa die beiden Wegkompo-
nenten nicht abgeschlossen.

Aus der Analysis II wissen wir, dass ein metrischer Raum genau dann zusammen-
héngend ist, wenn er wegzusammenhéngend ist. In Beispiel haben wir jedoch
gesehen, dass dies fiir allgemeine topologische Raume nicht gilt. Wir wollen nun ein
Kriterium dafiir finden, das die Gleichheit von Wegzusammenhang und Zusammen-
hang liefert.

Definition 3.22. Ein topologischer Raum X heifst lokal (weg)zusammenhingend, wenn es
zu jedem x € X und jeder Umgebung U von x eine (weg)zusammenhidngende Umge-
bung V von x mit V C U gibt.

Beispiel 3.23. (1) Jeder normierte Vektorraum ist lokal wegzusammenhéingend, da in
normierten Rdumen alle offenen Kugeln konvex sind.

(2) Der ,konvergente Besen” ist nicht lokal zusammenhéngend:
Fiir jedes n € N sei A, das Geradenstiick in IR?, das den Punkt (1,0) mit (0, 3)
verbindet, explizitist A, = {(t,1 —nt) € R? | t € [0, 1]}. Sei dann
T:= ({0} x [0, 1)U |J Ax
nclN
mit der Unterraumtopologie. Betrachte den Punkt (0, %) € T. Fiir jedes % >e>0
ist dann B,(0, %) N T nicht zusammenhédngend, da es ein ny € IN gibt, so dass
An N Be(0, %) # @ fur alle n > INp. Daraus folgt mit der Definition der Unter-

raumtopologie, dass eine hinreichend kleine offene Umgebung von (0, 1) in T keine
zusammenhdngende Umgebung enthalten kann.
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(3) Gleichfalls ist der ,topologische Sinus” aus Beispiel nicht lokal zusammen-
héngend.

Bemerkung 3.24. (1) Ein lokal (weg)zusammenhédngender Raum ist im Allgemeinen
nicht (weg)zusammenhéangend. Sind X und Y beliebige lokal (weg)zusammenhéngen-
de Rdume, so ist ihre topologische Summe X LI'Y lokal (weg)zusammenhé&ngend,
aber nicht (weg)zusammenhingend. (Beispiel: X = (—o0,0), Y = (0, +0).)

(2) Ein zusammenhdngender Raum ist im Allgemeinen nicht lokal zusammenhéngend.
Ein Gegenbeispiel dafiir ist der , konvergente Besen” aus dem letzten Beispiel, von
welchem man leicht zeigt, dass er wegzusammenhéngend ist.

Satz 3.25. Sei X ein lokal zusammenhingender topologischer Raum. Dann gilt:
a) Jedes Komponente von X ist offen in X.
b) X ist homdomorph zur topologischen Summe [ z¢cc(x) Z.

Beweis. a) Sei Z € C(X) und sei x € Z. Da X lokal zusammenhiangend ist, gibt es eine
zusammenhéngende Umgebung U von x in X. Da UN Z # @&, folgt aus Satz[3.13}c),
dass U C Z. Also ist Z eine Umgebung von x und da x beliebig gewéahlt war, folgt
die Offenheit von Z.

b) Betrachte die Abbildung ® : X — []zc¢(x) Z, die jeden Punkt in die zugehorige
Komponente abbildet. Man rechnet leicht nach, dass ® stetig und bijektiv ist. Aus a)
lasst sich folgern, dass @ eine offene Abbildung ist, also ist ® ein Homdomorphis-
mus nach Satz

O

Satz 3.26. Sei X ein lokal wegzusammenhingender topologischer Raum. Dann gilt:
a) Jede Wegkomponente von X ist offen in X.

b) C(X) = W(X).

c) X ist genau dann zusammenhingend, wenn X wegzusammenhingend ist.
Beweis. a) Dies folgt vollig analog zu Satz a)

b) Sei x € X und seien Z € C(X) und W € W(X) mit x € Z und x € W. Nach Satz
c)ist W C Z. Falls W # Z gelten wiirde, so wére nach Satz a):

Z~W = U @nw).
W'eW(X)~{W}

Da Z nach Satz [3.25]a) offen ist und jedes W' € W(X) nach a) offen ist, folgt dann,
dass Z . W offen wire. Also wire Z = W U (Z \ W) eine Zerlegung in zwei dis-
junkte offene nichtleere Teilmengen. Dies kann jedoch nicht sein, da Z nach Satz[3.13|
zusammenhdngend ist. Also gilt Z = W.
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c) Dies folgt direkt aus b), da ein Raum (weg)zusammenhéngend ist, wenn es genau
eine (Weg)zusammenhangskomponente gibt.
O

Wir beenden den Abschnitt mit dem folgenden Satz iiber (Weg)zusammenhang und
Produkttopologie.

Satz 3.27. Seien X und Y topologische Riume. X x Y ist genau dann (weg)zusammenhingend,
wenn X und Y (weg)zusammenhingend sind.

Beweis. ,=": Dies folgt aus der Stetigkeit der Projektionen pry : X x Y — X und
pry : X X Y — Y zusammen mit Satz[3.6|bzw. Satz

,<=":Nehme an, dass X und Y zusammenhingend seien. Seien (x1,y1), (x2,12) € X x
Y und betrachte die Menge

Z:=Xx{yptUu{n}xYyYcCcXxY.

Dann sind (x1,y1), (x2,¥2) € Z. Da X x {y2} homéomorph zu X und {x;} x Y ho-
moomorph zu Y ist, sind beide Mengen zusammenhangend. Aufserdem ist

(X x{y2}) N ({xa} xY) = {(x1,2)} # 2,

so dass Z nach Satz wieder zusammenhdngend ist. Also folgt aus Satz dass
X X Y zusammenhédngend ist.

Nehme nun an, dass X und Y wegzusammenhingend seien und wéhle (x1,y1), (x2,y2) €
X x Y beliebig. Sei « : [0,1] — Y ein Weg in Y von y; nach v, und B : [0,1] — X ein
Weg in X von x1 nach x; und betrachte die Abbildungen

1,725 (01 = X XY, n(t) = (x1,a(h), 72(t) = (B(H),y2).

Dann ist 1 ein Weg in X x Y von (x1,y1) nach (x1,2), 72 ein Weg in X x Y von (x1,y2)
nach (x2,12) und definieren wir einen Weg analog zu (3.1), so erhalten wir einen Weg
in X x Y von (x1,y1) nach (x2,2). O

3.3 Trennungseigenschaften

Wir wollen in diesem Abschnitt die wichtigsten Trennungseigenschaften topologischer
Rdume betrachten, die fiir ,schone” topologische Rdaume meistens erfiillt sind und de-
ren Annahme einige sehr hilfreiche Konsequenzen hat. Insbesondere fiithren wir den
Begriff des Hausdorff-Raums ein, der in vielen der folgenden Kapiteln fundamental sein
wird.

Definition 3.28 (Trennungsaxiome). Sei X ein topologischer Raum.

(1) X heif3t T1-Raum, wenn es zu je zwei x,y € X mit x # y offene Umgebungen U von
xund V vony gibt,sodass x ¢ Vundy € U.
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(2) X heifst To-Raum oder Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei x, y € X mit x # y offene
Umgebungen U von x und V von y gibt, sodass UNV = @.

(3) X heifdt T3-Raum oder regulir, wenn es zu jedem x € X und jeder abgeschlossenen
Menge A C X mit x ¢ A eine offene Umgebung U von x und eine offene Menge V
mit A C V gibt,sodassUNV = @.

(4) X heifst Ty-Raum oder normal, wenn es zu je zwei abgeschlossenen Mengen A, B C
X mit AN B = @ offene Mengen U,V C X gibtmit A CU,BC VundUNV = @.

Man beachte hierzu im Buch von Laures/Szymik Abbildung 3.4 auf Seite 47.

Bemerkung 3.29. (1) Auflerhalb dieses Abschnitts werden wir in dieser Vorlesung nur
Hausdorff-Réume und normale Rdume betrachten, es wird also nirgendwo sonst
explizit um T;-Raume oder reguldre Raume gehen.

(2) Es gibt weitere Trennungseigenschaften, wie Ty, T, iy T 1 die jedoch im topo-
logischen Alltag kaum eine Rolle spielen und deshalb in dieser Vorlesung nicht
vorkommen werden.

(3) Achtung! Bei der Definition eines normalen Raums gibt es zwei unterschiedliche
Konventionen, die von Buch zu Buch unterschiedlich sind. In der zweiten Konven-
tion ist ein normaler Raum ein Hausdorff-Raum, der auch T;-Raum ist. In unserer
Konvention wiirden wir dies als normalen Hausdorff-Raum bezeichnen.

Beispiel 3.30. (1) Die diskrete Topologie auf einer beliebigen Menge erfiillt jedes der
obigen Trennungsaxiome.

(2) Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen mit der indiskreten Topologie
versehen. Dann ist X reguldr und normal (die Bedingung ist leer), jedoch weder
T;-Raum noch Hausdorff-Raum.

(3) Jeder Hausdorff-Raum ist ein T;-Raum.

(4) Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum: ist (X, d) metrisch, x,y € X mit
x # yund r := d(x,y), so haben U := B;(x) und V := B;(y) die gewtiinschte
Eigenschaft.

(5) Mit etwas mehr Aufwand zeigt man, dass jeder metrische Raum normal ist.

(6) Betrachte IN mit der kofiniten Topologie 7 = {U C IN | N \ U ist endlich}. Dann
ist (IN, 7) ein T1-Raum, erfiillt aber keine der anderen Trennungseigenschaften.

(7) Die Gerade mit zwei Urspriingen aus Beispiel (2) ist kein Hausdorff-Raum.
Bezeichnen wir die beiden Urspriinge mit 0 und ', so tiberlegt man sich, dass sich
je zwei offene Umgebungen von 0 und 0’ stets nichtleer schneiden.

Satz 3.31. Ein topologischer Raum ist genau dann ein T1-Raum, wenn jede einelementige Teil-
menge abgeschlossen ist.
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Beweis. ,,=":Sei X ein T1-Raum und x € X. Dann gibt es fiir jedes y € X \ {x} mit ein
U C Xoffenmity € Uund x # U, also U C X ~\ {x}. Damitist X \ {x} offen.

,<=":Sei X ein topologischer Raum, in dem {x} fiir jedes x € X abgeschlossen ist. Seien
x,y € Xmitx # y. Da X \ {x} und X \ {y} offen sind, gibt es U,V C X offen mit
xelU UCX~{y},ye Vund V C X~ {x}. Alsoisty ¢ U und x ¢ V und es folgt,
dass X ein Ty-Raum ist. O

Mit diesem Kriterium kénnen wir neue Verbindungen zwischen den Trennungseigen-
schaften herstellen.

Korollar 3.32. a) Jeder regulire T1-Raum ist ein Hausdorff-Raum.
b) Jeder normale T1-Raum ist requliir.

Kurzgefasst konnte man das letzte Korollar formulieren als: ,Fiir jeden T;-Raum gilt:
Ty = T3 = 1"

Satz 3.33. Ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn die Diagonale
Ax :={(x,x) e Xx X |x € X}

abgeschlossen in X x X ist.

Beweis. Ubungsblatt 4, Aufgabe 3. O

Satz 3.34. Sei X ein topologischer Raum.

a) X ist genau dann regulir, wenn es fiir jedes x € X und jede Umgebung U von x eine
abgeschlossene Umgebung A von x gibt mit A C U.

b) X ist genau dann normal, wenn es fiir jedes abgeschlossene A C X und jedes offene U C X
mit A C U eine offene Menge V. C X gibt mit AC V C V C U.

Beweis. Wir zeigen nur Teil b), da sich Teil a) vollig analog dazu beweisen lasst.

,=": Seien A abgeschlossen und U offen mit A C U. Dann ist X \ U abgeschlossen
mit AN (X~ U) = &. Da X \ U abgeschlossen und X normal ist, gibt es insbesondere
ein offenes Uy C X mit UyN A = @ und X \ U C Up. die Behauptung folgt dann mit
V :=int(X \ Up).

,<": Seien A,B C X abgeschlossen mit AN B = &. Dann ist X \ B offen mit A C
X \ B, also gibt es nach Annahme ein offenes U C X mit A C U C U C X \ B. Setzen
wir V:= X~ U, soist Voffen mit BC Vund UNV = &. Also ist X normal. O

In Abschnitt 1.4 und Beispiel 2.43}(2) haben wir gesehen, dass in allgemeinen topologi-
schen Raumen der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig ist. In Hausdorff-Rdumen ist
dies jedoch stets der Fall, was eine sehr gute Nachricht ist, da die meisten in der Praxis
auftauchenden Raume Hausdorff-Raume sind.

Satz 3.35. In einem Hausdorff-Raum ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig.
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Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum und (x,), eine konvergente Folge in X. Nehme an,
es gebe x,y € X mit x # y, so dass (x,), gegen x und gegen y konvergieren wiirde.
Nach Definition von Konvergenz wiirde dann jede Umgebung von U und jede Umge-
bung von V fast alle Folgenglieder enthalten.
Da X Hausdorff-Raum ist, gibt es jedoch Umgebungen U von x und V von y, so dass
UNV = &, so dass also hochstens eine der beiden Umgebungen fast alle Folgenglieder
enthalten kann. Dies ist ein Widerspruch, also ist der Grenzwert der Folge eindeutig.
O

3.4 Existenz stetiger Funktionen

In den Grundvorlesungen zur Analysis haben wir viele stetige Abbildungen auf Teil-
mengen des R"” kennengelernt und auf unterschiedliche Weisen stetige Abbildungen
auf R” konstruiert. Fiir allgemeine topologische Raume kann die Existenz stetiger Ab-
bildungen ein hochgradig komplexes Problem darstellen. Eine der grundlegenden Fra-
gen dabei ist die nach der stetigen Fortsetzbarkeit von Abbildungen.

Frage 1: Seien X und Y topologische Rdume, A C X abgeschlossenund f : A — Y
stetig. Gibt es eine stetige Abbildung F : X — Y mit F|4 = f?

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies nicht immer der Fall sein muss.

Beispiel 3.36. Sei f : {0,1} — {0,1}, f(0) = 0, f(1) = 1. Dann gibt es kein stetiges
F:[0,1] — {0,1} mit F|yy,y = f, da [0,1] zusammenhingend ist und deshalb nach
Satz[3.4]jedes solche F konstant sein miisste.

Grundsitzlich ist Frage 1 leider zu allgemein, um sie kurz zu beantworten. Es gibt
jedoch viele Resultate, die Aussagen {iiber Spezialfdlle machen. Wir wollen uns nun
den folgenden elementaren Spezialfall genauer ansehen.

Frage 2: Sei X ein topologischer Raum und seien A, B C X abgeschlossen mit AN B =
@. Gibt es eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(x) =0 firallex € Aund f(x) =1
fir alle x € B?

Auf einem metrischen Raum (X, d) lautet die Antwort auf Frage 2 stets ja. Betrachten
wir fiir A C X abgeschlossen die Funktiond4 : X — R, da(x) = inf{d(x,a) | a € A},
so konnen wir in Frage 2 die Funktion

dA(x)

f:X—=R, f(x)= —dA(x) i)’

wihlen.
Andererseits lautet die Antwort auf Frage 2 nicht immer ja: Ist f eine Funktion wie in
Frage 2 verlangt, so sind U := f~1([0,3)) und V := f~1((3,1]) offene Teilmengen mit
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A CU,B C Vund UNV = @. Existiert ein solches f also fiir alle A und B, so folgt,
dass X normal sein muss.

Das Lemma von Urysohn, welches wir als nédchstes betrachten wollen, sagt aus, dass
diese Bedingung aber schon hinreichend ist, um Frage 2 positiv zu beantworten.

Satz 3.37 (Lemma von Urysohn). Ein topologischer Raum X ist genau dann normal, wenn
es zu je zwei abgeschlossenen Teilmengen A,B C X mit AN B = O eine stetige Funktion
f:X —[0,1] gibt, so dass f(x) = O fiir alle x € Aund f(x) =1 fiir alle x € B.

Beweis. Die Riickrichtung haben wir gerade bereits diskutiert, es bleibt also nur die
Hinrichtung zu zeigen. Dazu wollen wir zunéchst eine Familie ( ur)reQm[O,l] offener
Mengen mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

(i) AcU cU c X~ Bfiraller e QnJ0,1],
(ii) sind p,q € QN [0,1] mit p < g, soist U, C U,.

Wir wollen induktiv vorgehen. Wéhle dazu eine Bijektion N — QN [0,1], k — ry.
(Diese existiert, da Q N [0, 1]) abzéhlbar ist.) Nehme an, dass 1 = 0 und r, = 1, wihle
Uy C X offen, so dass A C Uy C Uy C X ~ B und setze U; := X . B. Ein solches U,
existiert nach Satz Fir k > 3 definieren wir die Menge U,, rekursiv. Nehme an,
dass bereits Mengen {U,,,..., Uy, ,} mit den Eigenschaften (i) und (ii) gewé&hlt seien
und setze

r_ = max{r]- | rp<rg 1 <j<k—=1}, ry:= min{r]- | rp>rg, 1 <j<k-—1}.
Wende Satz auf U, und U,, an und erhalte eine offene Menge U,, mit
u._ cu, cu, Ccu,.

Man {iberpriift leicht, dass die durch dieses Verfahren erhaltene Familie {U; },cqno1]
wohldefiniert ist und die Eigenschaften (i) und (ii) hat. Weiterhin setzen wir U, := @&
fuirr € QN (—00,0) und U, := X fir r € QN (1, 400) und erhalten damit eine Familie

( Uy ) reQ-
Definiere nun mit Hilfe dieser Familie eine Funktion durch

f:X—101], f(x):=inf{r e Q| x € U }.

Ist x € A, soistx € Uy, sodass f(x) = 0 fir allex € A.Ist x € B, soist x € U, genau
dann wenn r > 1, also ist f(x) = 1.

Wir wollen nun zeigen, dass f stetig ist. Nach Beispiel2.16/(3), Satz[2.17/und der Defini-
tion der Unterraumtopologie reicht es hierfiir zu zeigen, dass f~1([0,4)) und f~*((a,1])
fiir alle a € [0,1] offen in X sind. Sei nun a € [0, 1] fest gewéhlt. Es folgt direkt aus der
Definition der Familie und der Dichtheit von Q in R, dass f(x) < a genau dann wenn
eseinr € Q mit r < a gibt, so dass x € U,. Also ist

fFAa)y= U u,

reQn[0,a)

50



welches als Vereinigung offener Mengen wieder offen ist.
Behauptung: Esgilt f(x) <a < xelU, VreQmitr>a.

Beweis der Behauptung: ,=":Ists € Q mits > a4, so ist f(x) < s, also gibt es nach
obigem Argument ein r € Q mitr < s, so dass x € U,. Nach Eigenschaft (ii) der Familie
folgt, dass x € U; C Us, was wir zeigen wollten.

,<":Sei s € Qmits > abeliebig. Dann gibt es ein ¥ € Q mita < r < s, so dass nach
Annahme x € U, C U,, woraus wieder f(x) < s folgt. Da s > a beliebig, folgt die
Behauptung. |

Nach dieser Behauptung gilt fiir jedes a € [0,1], dass

FH@1) =X~ fHoa) =X~ () .

reQn(a1]

Da beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, folgt die Offenheit
von f~1((a,1]). Also ist f stetig. O

Eine der wichtigsten Formen des Lemmas von Urysohn fiir den spateren Gebrauch
wollen wir explizit formulieren.

Korollar 3.38. Sei X ein normaler Raum, A C X abgeschlossen und U C X offen mit A C U.
Dann existiert ein stetiges f : X — [0,1] mit f(x) = 1falls x € Aund f(x) = 0 falls x ¢ U.

Beweis. Wende das Lemma von Urysohn auf A und X \ U an. O

Mit Hilfe des Lemmas von Urysohn ldsst sich nun eine teilweise Antwort auf Frage 1
fiir den Fall Y = R geben. Im Beweis des nédchsten Satz werden wir folgendes einfache
Lemma benétigen.

Lemma 3.39. Sei X ein topologischer Raum, A C X mit der Unterraumtopologie versehen
und sei B C A abgeschlossen. Dann ist B abgeschlossen in X.

Beweis. Nach Annahme ist A \ B offen in A, also gibt es nach Definition der Unter-
raumtopologie ein U C X offen mit UN A = A~ B.Dannist X \ B = (X\)AUU als
Vereinigung offener Mengen offen, also ist B abgeschlossen in X. O

Satz 3.40 (Fortsetzungssatz/Erweiterungssatz von Tietze). Sei X ein normaler Raum und
A C X abgeschlossen.

a) Sei f : A — [a,b] stetig. Dann gibt es eine stetige Funktion F : X — [a,b], so dass
Fla=f.

b) Sei f : A — R stetig. Dann gibt es eine stetige Funktion F : X — R mit F|4 = f.
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Beweis. a) Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass [a,b] = [0,1], da alle kompakten Intervalle
homoéomorph zueinander sind. Nach Lemma sind £71([0,3]) und f~1([3,1])
abgeschlossen in X und offensichtlich disjunkt. Nach dem Lemma von Urysohn fin-
den wir daher eine stetige Funktion

0 fallsx € Aund 0 < f(x)

:X_> O/l/ d =
g1 [0, 3], so dass g1(x) { fallsx € Aund 2 < f(x)

Q=

Diese wollen wir als sehr grobe Ndaherung an f betrachten und sie mit einem iterier-
ten Verfahren weiter verfeinern. Sei f; : A — R, f1 := f — g1, der ,Fehler” dieser
Néherung. Dann ist nach Konstruktion 0 < fi(x) < . Wenden wir erneut das Lem-
ma von Urysohn auf die Mengen f ([0, 1 - 3]) und f 1([3-3,1]) an, so liefert dieses

eine stetige Funktion g, : X — [0,% 3] so dass

0 fallsxe Aund0 < fi(x) <}

<43
1.2 fallsx € Aund fi(x) > % 2.

7

gsz—>[O,%~%] so dass go(x) = {

Setzen wir f, : A — R, fo := fi — g, so ist nach Konstruktion 0 < f,(x) < (3)? fiir
alle x € A. Dieses Verfahren konnen wir nun induktiv fortsetzen.

Sei fiir n € IN eine Funktion f, : A — [0, (3)"] gegeben. Durch Anwendung des

Lemmas von Urysohn finden wir eine Funktion g, 41 : X — [0, 3(3)"], so dass

(x) = 0 fallsx € Aund 0 < f,(x) < 3(3)",
ST 12)n fallsx € Aund (2)™ < fu(x) < (2)".

Setze dann f,11 : A — R, fy41 = fu — gu+1, so dass nach Konstruktion 0 <
far1(x) < (3)"*! fiir alle x € A. Mit den durch dieses Verfahren erhaltenen Funk-
tionen betrachten wir die Funktionenreihe

F:X R, F(x i

Da [|gulle < %(3)" fiir alle n € N, ist die Reihe normal und damit gleichmagi
konvergent, also ist F wohldefiniert und damit nach einem Satz aus der Analysi%
stetig, da die g, stetig sind. Es bleibt zu zeigen, dass F(x) = f(x) fiir alle x € A. Sei
x € A fest gewahlt. Da nach Konstruktion

§1(x) = f(x) = filx),  8u(¥) = fur(x) = fulx) ¥ =2,

erhalten wir fiir festes n € IN, dass

/) Egk 0| = Ifa0) < G

IDieser Satz {ibertrigt sich vollkommen analog auf allgemeine topologische Raume, sieche etwa Bredon,
Topology and Geometry, Theorem 1.2.12, S. 6.
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Folglich ist

n—oo n—oo

£ = F)1 = fim [£(2) = L) < Jim (B =0,
=1

also F|4 = f.

b) Sei f : A — R stetig. Sei h : R — (—1,1) ein Homdomorphismus (zum Beispiel
h(x) = % arctan(x)) und betrachte f := ho f : A — (—1,1). Nach Teil a) kénnen wir
eine stetige Funktion G : X — [—1,1] finden, so dass G|4 = f. Wir kénnen jedoch
nicht einfach h~! auf G anwenden, da G nun die Werte —1 und 1 annehmen kann.
Sei D := G~ 1({=1}) UG 1({1}). Da G stetig ist, ist D abgeschlossen, aulerdem ist
AN D = @. Nach dem Lemma von Urysohn konnen wir daher ein stetiges g : X —
[0,1] finden, so dass g(x) = O fiir alle x € D und g(x) = 1 fiir alle x € A. Folglich ist
g - F eine weitere stetige Funktion, die auf A mit f tibereinstimmt, jedoch nur Werte
n (—1,1) annimmt, so dass

F:X =R, F(x):=h1g(x) G(x)),

die gesuchte stetige Fortsetzung von f darstellt.

3.5 Metrisierbarkeit

Wir haben zu Beginn der Vorlesung gesehen, dass metrische Riume stets topologische
Rdume sind. In diesem Abschnitt wollen wir uns anschauen, was sich tiber die umge-
kehrte Richtung aussagen ldsst.

Frage: Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Unter welchen Bedingungen gibt es eine
Metrik d auf X, so dass T = T (d)?

Man tiberlegt sich leicht, dass nicht jede Topologie von einer Metrik erzeugt wird. Eine
notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung dafiir ist, dass die Topologie diesel-
ben topologischen Eigenschaften erfiillt wie Topologien metrischer Raume. Falls die
Topologie auf X von einer Metrik induziert wird, so muss sie also konkret die folgen-
den Voraussetzungen erfiillen:

e X ist erstabzihlbar,
o X ist Hausdorff-Raum,
e X ist normal.

Insbesondere folgt daraus, dass die indiskrete Topologie auf Mengen mit mindestens
zwei Elementen sowie die Topologie der ,Geraden mit zwei Urspriingen” nicht von
Metriken erzeugt werden, da diese keine Hausdorff-Raume sind.
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Definition 3.41. Ein topologischer Raum (X, 7') heifst metrisierbar, wenn 7T von einer
Metrik auf X induziert wird.

Beispiel 3.42. Betrachte die Produkttopologie auf RN = [T>°_; R. Diese ist metrisierbar,
genauer ist eine Metrik, die die Produkttopologie erzeugt (Ubung), gegeben durch
d:RN xRN 5 R, d((x , vl
(( ﬂ)?’lEN yl’l TZEN Z 1_|_ |xn |)

Es gibt mehrere Metrisierbarkeitssidtze, in welchen hinreichende Bedingungen dafiir
gefunden werden, dass eine Topologie metrisierbar ist. Den bekanntesten dieser Satze
wollen wir im Folgenden herleiten, wozu wir eine neue Eigenschaft einfiihren.

Definition 3.43. Ein topologischer Raum erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom / ist zweitab-
zithlbar, wenn seine Topologie eine Basis besitzt, die aus abzdhlbar vielen Mengen be-
sitzt.

Bemerkung 3.44. Wie man sich leicht iiberlegt, ist jeder zweitabzdhlbare Raum erstab-
zahlbar.

Beispiel 3.45. IR" ist zweitabzdhlbar. Eine abzadhlbare Basis der Standardtopologie auf
R" ist gegeben durch
{Br(9) [q€Q"reQn(0,+0c0)}.

Der folgende Satz ist einer von mehreren Metrisierbarkeitssdtzen, von denen wir hier
nur den einen behandeln wollen.

Satz 3.46 (Metrisierbarkeitssatz von Urysohn). Sei X ein normaler Hausdorff-Raum. Wenn
X zweitabzihlbar ist, dann ist X metrisierbar.

Beweis. Sei B eine abzéhlbare Basis der Topologie auf X und sei
S={U,v)yeBxB|UcCV}.

Da X normal ist, gibt es nach dem Lemma von Urysohn fiir alle (U, V) € S eine stetige
Funktion
1 fallsx e U,

0 fallsx e X V.

Wihle eine Familie solcher Funktionen und setze F := {fyv|(U,V) € S}. Da B ab-
zdhlbar ist, sind S und damit F wieder abzéhlbar. Sei F = {f, | n € IN} eine beliebige
Abzdhlung von F und betrachte die Abbildung

X = RN, f(x) = (fulx))nen.

Nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie (Satz[2.21)) ist f stetig. Weiter-
hin ist f injektiv: sind x,y € X mit x # y, so gibt es, da X Hausdorff-Raum ist, eine
offene Umgebung U von x und eine offene Umgebung V von y mit UNV = &. Da

fuv: X —[0,1], sodass fyy(x) = {
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B Basis der Topologie ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass U € B. Da X norma-
ler Hausdorff-Raum ist, gibt es nach Satz und Satz ein offenes U’ C X mit
x € U c U c U. Dann gibt es wiederum ein B € BB, so dass x € B C U’ und
damit auch B C U. Also ist (B,U) € S und nach Konstruktion ist fg;(x) = 1 und
feu(y) = 0. Alsoist f(x) # f(y), folglich ist f injektiv.

Weiterhin ist f als Abbildung X — f(X) offen: sei namlich U C X offen und sei zp €
f(U). Dann gibt es xo € U mit f(x9) = zo. Nach Konstruktion von f konnen wir
ein n € N finden, so dass f,(x9) > 0 und f,(x) = 0 fiir alle x € X \ U. Sei dann
pr, : RN — R, (x4 ) — xy, die Projektion und sei V := pr1((0, +-00)). Nach Definition
der Produkttopologie ist V offen in RN, also ist W := V N f(X) offenin f(X).Istz € W
beliebig und x € X beliebig mit f(x) = z, so gilt nach Definition von W, dass f,(x) =
(pr,of)(x) =pr,(z) > 0, also folgt nach Wahl von f,,, dass x € U und damitz € f(U).
Folglichist W C f(U), also ist f(U) offen in f(X).

Zusammen mit der Stetigkeit und der Injektivitdt folgt, dass f eine Einbettung ist, also
wird X homsomorph auf f(X) C RN abgebildet. Insbesondere ist X homdomorph zu
einem Unterraum eines metrischen Raums und damit metrisierbar. O

Bemerkung 3.47. Der Metrisierbarkeitssatz von Urysohn ldsst sich von normalen auf
vollstindig requlire Raume verallgemeinern. Diese Eigenschaft wollen wir in dieser Vor-
lesung nicht behandeln und verweisen dafiir auf G. Bredon, Topology and Geometry,
Kapitel I, Abschnitt 9.

3.6 Vollstindigkeit metrischer Riume

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf metrische Rdume konzentrieren. Wir erinnern
uns an folgende Begriffe aus der Analysis II.

Definition 3.48. Eine Folge (x,),en in einem metrischen Raum (X, d) heiit Cauchy-
Folge, wenn gilt:

Ve > 0 3dng € IN, sodass d(xy, x,) < e Vm,n > nyp.
(X, d) hei3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergent ist.

Weiter wissen wir aus der Analysis II, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge
ist und kennen folgende Beispiele fiir (un)vollstindige metrische Rdume:

Beispiel 3.49. (1) R" mit der euklidischen Metrik ist vollstandig ist, Q" mit der Ein-
schrankung der euklidischen Metrik hingegen unvollstandig.

(2) Ist X ein topologischer Raum, so sind
B(X,R) := {f : X — R | f ist beschréankt} und C)(X,R):=C’(X,R) N B(X,R)

mit der Supremumsnorm ||f||e := sup,.y |[f(x)| vollstindige normierte Vektor-
raume und deshalb auch vollstandige metrische Raume. (C!([0,1],R),|| - ||«) ist
hingegen unvollstandig.
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Die Vollstandigkeit einer Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raums lésst sich
leicht tiberpriifen.

Lemma 3.50. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C X. (A, d|axa) ist genau
dann vollstindig, wenn A abgeschlossen in X ist.

Beweis. ,=": Sei (x,),en eine Folge in A, die in X konvergiert. Dann ist (x,), eine
Cauchy-Folge in X und damit auch in A. Da A vollstiandig ist, folgt lim, . x, € A.
Damit folgt aus Satz dass A = A, also ist A abgeschlossen.

,<=":Sei (x,)nenN eine Cauchy-Folge in A. Dann ist (x,), auch Cauchy-Folge in X und
da X vollstiandig ist, konvergiert diese in X. Da A abgeschlossen ist, gilt wieder nach
Satz dass lim,_,eo X, € A = A, alsoist A vollstandig. ]

Wir wollen als Néachstes zeigen, dass wir jeden metrischen Raum zu einem vollstandi-
gen metrischen Raum ,ergdnzen” konnen, wozu wir zunéchst einen allgemeinen topo-
logischen Begriff einfiihren.

Definition 3.51. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X liegt dicht in X,
wenn A = X.

Satz 3.52. Sei X ein topologischer Raum. A C X liegt genau dann dicht in X, wenn AN U #
@ fiir jedes offene U C X.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz[1.23] O
Beispiel 3.53. (1) Q liegt dicht in R. Allgemeiner liegt Q" dicht in R” fiir alle n € IN.
(2) [0,1) und (0,1) liegen dicht in [0, 1].

Definition 3.54. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein vollstindiger metrischer Raum
(}A(, d) hei3t Vervollstindigung von (X,d), wenn es eine Einbettung i : X — X gibt, so
dass i(X) dicht in X liegt und d(i(x),i(y)) = d(x,y) fiir alle x,y € X.

Satz 3.55. a) Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollstindigung.
b) Sind (X1,d) und (X2, dy) Vervollstindigungen von (X, d) mit Einbettungen iy : X — X1

und ip : X — Xp, so gibt es einen Homdomorphismus ¢ : X1 — Xp, so dass ¢ o i1 = ip
und

b(9(x), p(y)) = di(x,y) Vxy € Xy

Beweis. a) Sei xg € X fest gewihlt. Fiir a € X definieren wir
¢$a: X =R, ¢a(x) =d(x,a)—d(x,xp).

Nach der Dreiecksungleichung ist |¢,(x)| < d(xo,a) fiir alle x € X, also ist ¢, €
B(X,R). Die folgende Abbildung ist daher wohldefiniert:

®:X - B(X,R), ®(a)=d¢,.
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® ist injektiv, denn es gilt:
P(a) =D(b) & ¢u(x) =Pp(x)Vx € X & d(x,a)=d(x,b)VxeX < a=0b,

wobei letzteres durch Einsetzen von x = a folgt.

Sei d, die von der Supremumsnorm induzierte Metrik auf B(X,R). Dann gilt fiir
allea, b € X, dass

doo(®(a), P(b)) = sup |pa(x) — ¢p(x)| = sup |d(x,a) —d(x,b)| < d(a,b).

xeX xeX
Da jedoch gilt, dass |¢p,(a) — ¢pp(a)| = |d(a,a) —d(a,b)| = d(a,b), folgt
deo(®(a), ®(b)) = d(a,b).

Daraus folgert man leicht, dass @ stetig ist und X homéomorph auf ®(X) abbildet,

also ist @ eine Einbettung von X in einen vollstindigen metrischen Raum. Setzen
wir X := ®(X) und d := do, | ¢y g, SO ist (X,d) nach Lemma vollstindig und die

Einbettung i : X < X, i(a) = ¢,, hat die gewiinschten Eigenschaften. Also ist (X, d)
eine Vervollstindigung von (X, d).

b) Dies ist eine Aufgabe auf Ubungsblatt 5.
O

Bemerkung 3.56. Wahrend die Vervollstindigung eines metrischen Raumes bis auf
Homoomorphie eindeutig ist, muss dies fiir die Vervollstindigungen zweier homdomor-
pher Raume nicht gelten. Es gibt homdomorphe metrische Raume, deren Vervollstandi-
gungen nicht homoomorph sind, wie das folgende Beispiel zeigt:

Sei X; = R mit der Standardtopologie. R ist vollstindig, also ist X; = IR. Andererseits
ist X; homéomorph zu X, = {(1,sin(}) € R? | x € (0,+0o0)}, man iiberlege sich
jedoch, dass Xo = Xo U ({0} x [-1,1]) # X;.

Wir wollen dieses Kapitel mit einem Satz tiber vollstandige metrische Rdume beenden,
der wichtige Anwendungen in der Funktionalanalysis und in der Differentialtopologie
besitzt.

Wir beobachten zunéchst, dass im Allgemeinen ein Schnitt dichter Teilmengen keine

dichte Teilmenge mehr sein muss. Sowohl Q als auch R \ Q liegen dicht in R, jedoch
istQN(R\Q) =2.

Definition 3.57. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge R C X heift residuell,
wenn sie ein Durchschnitt abzdhlbar vieler offener dichter Teilmengen ist, wenn es also
offene und dichte Teilmengen U,, C X, n € IN gibt, so dass



Der folgende Satz ist historisch als Bairescher Kategoriensatz bekannt. Das Wort Kategorie
hat in diesem Zusammenhang jedoch nichts mit Kategorientheorie zu tun, mit der wir
uns noch beschaftigen wollen. Um Verwechslungen vorzubeugen, kiirzen wir deshalb
den Namen des Satzes etwas ab.

Satz 3.58 (Satz von Baire). In einem vollstindigen metrischen Raum liegt jede residuelle Men-
ge dicht.

Beweis. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und (Gy),en eine Familie offener
dichter Teilmengen von X. Setze R := (,cn Gu- Zu zeigen ist nach Satz dass
RNU # o fiir jedes offene U C X. Sei ein solches U fest gewdhlt und konstruiere
durch folgendes Verfahren eine Folge (x,)nen:

e Da G; offen und dicht in X ist, ist U N G; offen und nichtleer. Daher konnen wir
x1 € Xund 0 < &1 < 1 finden, so dass mit By := B, (x1) gilt, dass By C U N G.

e Da G, offen und dicht und B offen ist, ist B N G, offen und nichtleer. Also konnen
wirdann x; € Xund 0 < & < % finden, so dass mit B, := B, (x2) gilt, dass
Bz C B1 NGy,

e Sein > 3 und sei B,_; eine gegebene nichtleere offene Menge. Da G,, offen und
dicht ist, ist B,,_1 N G,, offen und nichtleer. Also konnen wir dann x, € X und
0<eg < % finden, so dass mit B, := B, (x,) gilt, dass B, C B,_1 N Gy.

Da B, C B,_; fiir alle n € N und lim, ¢, = 0, folgt, dass (x),en eine Cauchy-
Folge ist. Da X vollstandig ist, konvergiert diese und wir setzen x := lim,_, x,. Da
fiir jedes n9 € N gilt, dass x, € B, fiir alle n > ny, folgt x € B, fiir alle n > 2. Da
B, CUNB,_1 C Gy, folgt x € UN G, fiir allen € N.

=xe (J(UNG,)cUN()G,=UNR.

n=1 n=1
Alsoist UNR # @ und da U beliebig gewdhlt war, folgt die Behauptung. O

Um uns von der Niitzlichkeit dieses Satzes zu iiberzeugen, werden wir uns eine An-
wendung anschauen.

Satz 3.59. Die Menge der nirgends differenzierbaren stetigen Funktionen [0,1] — R liegt
dicht in C°([0,1], R).

Beweis. Wir werden dies durch Anwendung des Satzes von Baire im vollstandigen me-
trischen Raum (C°([0,1],R), de) beweisen. Fiir m,n € IN sei

Uy = {f € C°([0,1], R) \ Vee[0,1)3s e (t— L1, t4+ 1) {#} s.t.w > n}.

Behauptung 1. Jedes U, , ist offen in C°([0,1],R).
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Behauptung 2. Jedes Uy, , liegt dicht in C°([0, 1], R).

Bevor wir diese Behauptungen beweisen, wollen wir zeigen, wie aus ihnen die Behaup-
tung des Satzes hervorgeht. Setze R := 1, ;en Um,n- Nach den beiden Behauptungen
ist R residuell und damit nach Satz von Baire dicht in C°([0,1],R), es reicht also zu
zeigen, dass R aus nirgends differenzierbaren Funktionen besteht.

Sei f € R beliebig und nehme an, es gebe ein t € [0,1], so dass f in t differenzierbar ist.
f)=f(1)

s—t

e s O SO
se(t—L t+ L)\ {1} |s — ¢

Dann existiert limg_; ,also ist C;; < oo fiir hinreichend grofies m € IN, wobei

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da dann fiir n > C,, gelten wiirde, dass f & U,y,x.
Also ist f nirgends differenzierbar. Es bleiben nur noch die beiden Behauptungen zu
beweisen.

Beweis von Behauptung 1. Setze Ay, := C°([0,1], R) \ Uy, und sei ( f;) ;e eine Folge in
A, die gegen f € C°([0,1],R) konvergiert. Dann gibt es fiirjedesi € N ein t; € [0,1],
so dass W < nfiralles € (t; — %, ti+ %) mit s # t;. Nach Satz von Bolzano-
Weierstra8 hat (;);en eine konvergente Teilfolge und wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die
Folge selbst gegen t € [0, 1] konvergiert. Daraus und aus der Konvergenz von (f,)

folgt, dass Lf)=f0] < nfuralles € (t — %, t+ %) erfullt ist. Also ist f € Ay, 4, so dass

[s—¢]
Am,n abgeschlossen und damit U, , offen ist, was zu zeigen war.

Beweisidee fiir Behauptung 2. Fiir jedes f € C°([0,1],R) und jedes ¢ > 0 kdnnen wir ei-
ne stiickweise lineare Funktion ¢ € C°([0,1],R) finden, so dass ||f — g|| < &. Man zeigt
nun, dass man indem man die Intervalle, auf denen g linear ist, hinreichend klein wéhlt,
dies stets so hinbekommen kann, dass die Steigung auf einem hinreichend kleinen Teil-
stiick beliebig gro8, also insbesondere grofer als n wird, womit ¢ € Uy, , N Be(f) folgt.
Siehe etwa Bredon, Topology and Geometry, Abschnitt .17, Corollary 17.6. O

Eine weitere Anwendung des Satzes von Baire wollen wir hier nur angeben. Das Re-
sultat und seinen Beweis findet man in: G. Bredon, Topology and Geometry, Abschnitt
1.17, Corollary 17.4, Seite 58.

Satz 3.60. Seien X und Y metrische Riume, sei X vollstindig und sei (f, : X — Y),enN eine
Folge stetiger Abbildungen. Falls (f,), punktweise gegen f : X — Y konvergiert, so liegt die
Menge der Punkte, in denen f stetig ist, dicht in X.
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Kapitel 4

Kompaktheit

Nachdem wir im letzten Kapitel verschiedene Eigenschaften topologischer Raume be-
trachtet haben, wollen wir uns in diesem Kapitel auf eine besonders wichtige Eigen-
schaft und ihre Anwendungen konzentrieren: die Kompaktheit topologischer Raume.
Wir fassen Kompaktheit als eine Art verallgemeinerte Endlichkeitsbedingung auf und
auch, wenn ihre Definition sehr abstrakt und schwer zu {iiberpriifen ist, werden wir
leichter nachzuvollziehende Kriterien fiir die Kompaktheit von Raiumen herleiten.
Zwischendurch werden wir einige Beispiele fiir interessante Verklebungen von Raum-
en betrachten, bei denen die Kompaktheit niitzlich sein wird um zu zeigen, dass gewis-
se Abbildungen Identifizierungen sind.

Auflerdem werden wir in einem eigenen Abschnitt Mengen stetiger Abbildungen zwi-
schen topologischen Raumen mit einer Topologie versehen, die einige ,natiirliche” Ei-
genschaften hat und die mit Hilfe kompakter Mengen definiert wird.

4.1 Uberdeckungen und Kompaktheit

Bevor wir zur Kompaktheit kommen, wollen wir zunichst den Begriff der Uberde-
ckung von Rdumen betrachten, auf dem der Kompaktheitsbegriff aufbaut.

Definition 4.1. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Eine Familie (U;);c; von
Teilmengen von X heiflt Uberdeckung von A in X, wenn A C Ujc; U;. Ist | C I, so heifit
(U;)jej Teiliiberdeckung von (U;);c;, wenn sie eine Uberdeckung von A ist. Ist A = X, so
nennen wir (U;);c; eine Uberdeckung von X.

Eine Uberdeckung (U;);c; von X heif3t offen (abgeschlossen), wenn U, fiir jedes i € I offen
(abgeschlossen) in X ist. Weiter heifst (U;);e; endlich, wenn I endlich ist, wenn sie also
aus endlich vielen Mengen besteht.

Uberdeckungen tauchen in der Topologie an allen Stellen auf, bei denen die Grundi-
dee ist, einen topologischen Raum in einfachere Unterrdume zu zerlegen und diese lo-
kal zu untersuchen. Ein wichtiges Hilfsmittel bei solchen Betrachtungen, das wir zwar
zundchst nicht benotigen, aber dennoch kurz besprechen wollen, ist dabei das folgende
Resultat.
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Satz 4.2 (Verklebungslemma). Seien X und Y topologische Riume, sei (U;);cy eine Uber-
deckung von X und sei (f; : U; — Y)ier eine Familie stetiger Abbildungen, fiir die gelte,
dass

filx) = fi(x) VxeU;nujijel

Falls (U;);¢; eine offene Uberdeckung oder eine lokal endliche abgeschlossene Uberdeckuny ist,
so gibt es eine stetige Abbildung f : X — Y mit f|y. = f; fiir jedesi € 1.

Beweis. Zunachst folgt mit elementarer Mengenlehre, dass es unter den Voraussetzun-
gen des Satzes eine eindeutige Abbildung f : X — Y gibt, so dass f(x) = fi(x) fiir
alle x € U, i € I Ist (U;)iec; offen, so folgt die Behauptung leicht aus der Tatsache,
dass f genau dann stetig ist, wenn f in jedem Punkt stetig ist, indem man mit offenen
Umgebungen argumentiert.

Sei nun (U;);c; eine endliche abgeschlossene Uberdeckung. Sei A C Y abgeschlossen
in Y. Aus der Definition von f folgert man leicht, dass U; N f~1(A) = f, }(A) fiir alle
i € I. Da (U;);c; eine Uberdeckung ist, gilt

A =Juins (A =U LA,
il i€l

Da die f; stetig sind und A abgeschlossen ist, ist f; ' (A) abgeschlossen in U; und damit
nach Lemma [3.39| abgeschlossen in X. Also ist f ~1(A) als endliche Vereinigung abge-
schlossener Mengen wieder abgeschlossen. Damit ist f nach Satz stetig. O

Definition 4.3. Ein topologischer Raum X hei8t kompakt, wenn jede offene Uberde-
ckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Eine Teilmenge K C X heif}t kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K in X eine
endliche Teiltiberdeckung besitzt.

Bemerkung 4.4. (1) Nach Definition der Unterraumtopologie ist K C X genau dann
kompakt, wenn K mit der Unterraumtopologie kompakt ist.

(2) InTeilen der Literatur heifst ein Raum mit der obigen Eigenschaft quasi-kompakt. Ein
kompakter Raum ist in diesen Biichern und Arbeiten dann ein quasi-kompakter
Raum, der zusitzlich Hausdorff-Raum ist.

Beispiel 4.5. (1) Ist X ein topologischer Raum, so ist {x} fiir jedes x € X kompakt.

(2) Eine Menge X mit der diskreten Topologie ist genau dann kompakt, wenn X end-
lich ist.

(3) Jede Menge X mit der indiskreten Topologie ist kompakt.

(4) Sei X ein topologischer Raum und sei (x,),en eine Folge, die gegen x € X konver-
giere. Dann ist K := {x, | n € N} U {x} kompakt: ist (U;)cs eine offene Uberde-
ckung von X so wihle iy € I mit x € Uj;,. Da (x,), gegen x konvergiert, gibt es ein
ng € N, so dass x, € U;, fiir alle n > ng. Fiir jedes j € {1,2,...,1n9 — 1} wéhle nun
ij € I'mit x; € Uj;. Dann ist K C U;lial U;,, woraus die Kompaktheit von K folgt.
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(5) Ein nichttrivialer normierter Vektorraum V ist niemals kompakt, da etwa die offene
Uberdeckung
{B,(0) CcV|r>0}

keine endliche Teiliiberdeckung von V besitzt.
Satz 4.6. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raums ist kompakt.

Beweis. Sei X ein kompakter Raum, A C X abgeschlossen (U;);c; eine Familie in X
offener Mengen mit A C U;c; U;. Dann ist X = [J;c; U; U (X \ A) eine offene Uberde-
ckung, also gibt es ] C I endlich mit X = Uje; U; U (X \ A) und damit A C Uje; U;.
Da die Familie beliebig gewdahlt war, folgt die Behauptung. O

Kompaktheit hat einige interessante Konsequenzen, wenn sie in Kombination mit der
Hausdorff-Eigenschaft auftritt, wie wir in den folgenden Resultaten sehen werden.

Satz 4.7. Sei X ein Hausdorff-Raum und seien A, B C X kompakt mit AN B = &. Dann gibt
es offene Teilmengen U,V C Xmit ACU,BC VundUNV = @.

Beweis. Sei zundchst g € B fest gewdhlt. Da X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es fiir jedes
p € A offene Teilmengen U4, Vy; C X mitp € Upy, g € Vygund Uy, NV, =
J. Seien solche Mengen fiir jedes p € A fest gewahlt. Dann ist (U,),c4 eine offene
Uberdeckung von A in X und da A kompakt ist, gibtes n € N, p1,...,pn € A, so
dass A C UL, Up,; =: Uy Setzen wir V, := i V},4, so haben wir also fiir jedes
q € B offene Teilmengen U,;, V; C X mit A C Uy, g € V; und U; NV, = @. Dann ist
(Vq)qeB eine offene Uberdeckung von B in X. Da B kompakt ist, gibt es q1,...,qu € B
mit B C UL, V4. Setzen wir dann V := U2, Vj; und U := (i’ Uy;, so haben U und V
die gewtinschten Eigenschaften. O

Korollar 4.8. Kompakte Hausdorff-Riaume sind normal.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz[4.6|und Satz O

Aus der Analysis II ist uns der Satz von Heine-Borel bekannt (den wir im néchsten
Abschnitt als Spezialfall einer allgemeineren Aussage beweisen werden), welcher be-
sagt, dass eine Teilmenge des R" genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist. In allgemeinen topologischen Raumen macht diese Aussage zunédchst
keinen Sinn, da Beschrianktheit nur auf metrischen Rdumen definiert ist. Im Allgemei-
nen hat Kompaktheit zwar mit diesen beiden Begriffen zu tun, die Beziehung zwischen
ihnen ist jedoch komplizierter, wie wir im Folgenden sehen werden.

Satz 4.9. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums ist abgeschlossen.

Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum und K C X kompakt. Dann gibt es nach Satz [4.7]
tiir jedes p € X \ K eine offene Umgebung U, von p mit U, NK = ¢, also U, C
X\ K. Folglich ist X \ K = U,ex. x Up als Vereinigung offener Mengen offen, also ist
K abgeschlossen. O
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Bemerkung 4.10. In Riumen, die keine Hausdorff-Rdume sind, miissen kompakte Men-
gen nicht abgeschlossen sein. Ist X eine Menge mit mindestens zwei Elementen und mit
der indiskreten Topologie versehen, so ist {x } fiir jedes x € X zwar kompakt, aber nicht
abgeschlossen.

Definition 4.11. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X heifst beschrinkt, wenn es
xo € X und R > 0 gibt, so dass A C Br(xo).

Satz 4.12. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschriinkt.

Beweis. Sei X metrischer Raum, K C X und xp € K. Dann ist (B, (x0))senN, eine offene
Uberdeckung von X, also gibt es, da K kompakt, insbesondere ny,...1n, € IN mit K C
U;:1 an(xo) = Bn(xp), wobei N := max{ny,...,n,}. Also ist K beschrankt. O

Das folgende Resultat tiber kompakte Mengen und stetige Abbildungen ist eine zentra-
le Aussage tiber Kompaktheit und wird in den Beweisen fast aller folgenden Resultate
in diesem Abschnitt benotigt.

Satz 4.13. Seien K und Y topologische Riume und sei f : K — Y stetig. Ist K kompakt, so ist
f(K) kompakt.

Beweis. Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von f(K) in Y. Da f stetig ist, ist dann
(f~Y(U;));er eine offene Uberdeckung von K in X. Da K kompakt ist, gibt es eine end-
liche Teiliiberdeckung, sei also | C I endlich mit K C U;e; fH(U;) = f~1(Uje; Uj).
Damit folgt

f) £ (.U] uj)) Uu,
jE je

woraus die Kompaktheit von f(K) folgt. O

Korollar 4.14. Seien X und Y zwei topologische Riaume. Ist X kompakt und homdéomorph zu
Y, so ist Y kompakt. (Kompaktheit ist also eine topologische Eigenschaft.)

Korollar 4.15. Jeder Quotientenraum eines kompakten Raums ist kompakt.
Beweis. Wende Satz auf die kanonische Projektion an. O

Korollar 4.16. Auf einem kompakten topologischen Raum nimmt jede stetige reelle Funktion
ihr Maximum und ihr Minimum an.

Beweis. Sei X kompakt und f : X — IR stetig. Nach Satz ist f(X) kompakt und
damit nach [4.12] beschrénkt in R, also sind sup f(X),inf f(X) € R. Da f(X) nach Satz
abgeschlossen ist, sind sup f(X),inf f(X) € f(X), also werden Maximum und Mi-
nimum angenommen. O

Satz 4.17. Eine stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Hausdorff-Raum ist
abgeschlossen.
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Beweis. Sei X kompakt, Y Hausdorff-Raum und f : X — Y stetig. Ist A C X abgeschlos-
sen, so ist A nach Satz {4.6) kompakt. Folglich ist f(A) nach Satz eine kompakte
Teilmenge von Y und damit nach Satz [4.9| abgeschlossen in Y, da Y Hausdorff-Raum
ist. O

Korollar 4.18. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung von einem kompakten topologischen
Raum in einen Hausdorff-Raum.

a) Ist f bijektiv, so ist f ein Homoomorphismus.
b) Ist f injektiv, so ist f eine Einbettung.
c) Ist f surjektiv, so ist f eine Identifizierung.

Beweis. a) und b) folgen aus Satz und Satz[2.5 c) folgt aus Satz und Satz
O

Durch Korollar erhalten wir zum ersten Mal ein Kriterium an eine stetige bijektive
Abbildung, mit der wir ganz ohne Betrachtung der Umkehrabbildung zeigen konnen,
dass es sich um einen Homéomorphismus handelt. Dies wird sich als sehr niitzlich her-
ausstellen, wie wir in spateren Beispielen sehen werden.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem allgemeinen Verfahren, mit dem sich jeder to-
pologische Raum durch Hinzuftigen eines einzigen Punktes in einen kompakten Raum
verwandeln kann.

Definition 4.19. Sei X ein topologischer Raum, Fiir eine beliebige einelementige Menge
{co} sei X := X LI {co} und sei

Ti:={UCX|Uistoffenin X} U{V C Xy | 0 € V, X; \ V ist kompakt in X}.

7T ist eine Topologie auf X, (Ubung) und (X, 7+) heifit die Ein-Punkt-Kompaktifizie-
rung oder Alexandroff-Kompaktifizierung von X.

Beispiel 4.20. Aus der Funktionentheorie kennen wir die Riemannsche Zahlensphéare
C = CU {0}. Diese ist gerade die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von C ~ R? mit der
euklidischen Topologie.

Satz 4.21. Fiir jeden topologischen Raum X ist die Ein-Punkt-Kompaktifizierung X kompakt.

Beweis. Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von X . und sei ip € I mit co € U;,. Dann
ist K := X, \ Uj, kompaktin X. Da X offen in X ist, ist (X N U;);cs eine Familie offener
Teilmengen von X mit K C [J;c; X N U;. Da die Inklusion X — X offensichtlich eine
Einbettung und da K kompakt ist, gibt es ] C I endlich mit

Kcl|Jxnu;clJu,.
i€l i€l

Folglich ist (U;);cjuyi,} eine endliche Teiliiberdeckung von X O
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4.2 Folgenkompaktheit

Aus der Analysis II kennen wir bereits den Begriff der Folgenkompaktheit, welcher fiir
Teilmengen des R" dquivalent zur Kompaktheit ist. In diesem Abschnitt wollen wir
Folgenkompaktheit fiir beliebige topologische Raume definieren und das allgemeine
Verhiltnis zur Kompaktheit im Sinne des letzten Abschnitts untersuchen.

Definition 4.22. Ein topologischer Raum X heifst folgenkompakt, wenn jede Folge in X
eine konvergente Teilfolge besitzt.

Wie schon beim Vergleich von Stetigkeit und Folgenstetigkeit stellt sich heraus, dass
tiir die Verbindungen der beiden Kompaktheitsbegriffe Abzahlbarkeitseigenschaften
vonnoten sind.

Lemma 4.23. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann besitzt jede unendliche Teilmen-
ge S C X einen Hiufungspunkt, d.h. es gibt ein x € X, so dass fiir jede Umgebung U von x
Qilt, dass (U~ {x})NS # @.

Beweis. Falls S C X unendlich ist und keinen Haufungspunkt besifse, so hétte jedes
x € X eine offene Umgebung Uy, so dass (Uy \ {x}) NS = &. Dann wire (Uy)yecx eine
offene Uberdeckung von x, so dass es nach Annahme ein endliches E C X gébe, so dass
X = Uyep Uy. Dann wiirde aber S C E folgen, was ein Widerspruch ist, da S unendlich
ist. Also hat S einen Haufungspunkt. O

Satz 4.24. Jeder erstabzihlbare kompakte Hausdorff-Raum ist folgenkompakt.

Beweis. Sei X ein erstabzidhlbarer kompakter Hausdorff-Raum und sei (x,),en eine
Folge in X. Nehme an, dass die Folge unendlich viele Werte annimmt, da wir sonst
eine konstante und damit konvergente Teilfolge finden konnen. Nach Lemma hat
{xn | n € N} einen Haufungspunkt x € X. Da X erstabzéhlbar ist, konnen wir eine
abzihlbare Familie (U,),en von Umgebungen von x finden, so dass U,+1 C U, fir
alle n € IN und so dass jede offene Umgebung von x eine der U, enthidlt. Zunachst
konnen wir n; € IN finden mit x,, € Uj. Sind bereits Zahlen ny < np; < --- < ng
gegeben, so konnen wir, da X Haufungspunkt ist, ein 1,1 > n; finden mit x,,,,, €
Uy1. Die auf diese Weise erhaltene Teilfolge (x,, )ren erfiillt x,, € Uy fiir alle k € IN
und mit einem Standardargument folgt, dass (xy, )ken gegen x konvergiert. Also ist X
folgenkompakt. O

Satz 4.25. Jeder zweitabziihlbare folgenkompakte Raum ist kompakt.

Beweis. Sei X zweitabzdhlbar und folgenkompakt und sei (U;);c; eine offene Uberde-
ckung von X. Da X zweitabzahlbar ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass I abzahl-
bar ist, sei also im Folgenden I = IN. Angenommen, es gibe keine endliche Teiliiberde-
ckung von (U;);en. Dann gibe es fiir jedes n € N ein x, € X mit x, € X~ (UL, Uj).
Da X folgenkompakt ist, hitte dann (x,),en eine konvergente Teilfolge (x,, ). Sei x
Grenzwert dieser Teilfolge und sei m € IN mit x € U,. Da die Teilfolge konvergiert,
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gdbe es dann kg € IN mit x,, € U, fiir alle k > ko. Dies ist jedoch ein Widerspruch,
da limj_, 11y = +090, da aber nach Konstruktion x,, ¢ U, fiir alle ny > m sein miisste.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. O

Korollar 4.26. Ein zweitabzihlbarer Hausdorff-Raum ist genau dann kompakt, wenn er fol-
genkompakt ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz und Satz da jeder zweitabzahlbare Raum erstab-
zahlbar ist. [

Wir werden uns nun metrische Rdume genauer anschauen und zeigen, dass die beiden
Kompaktbeitsbegriffe auch dort dquivalent sind.

Definition 4.27. Ein metrischer Raum heifst total beschrinkt, wenn es fiir jedes ¢ > 0 die
Uberdeckung (Be(x))xex von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt..

Satz 4.28. Fiir einen metrischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist kompakt.
(ii) X ist folgenkompakt.

(iii) X ist vollstindig und total beschrinkt.

Beweis. (i) = (ii): Dies ist ein Spezialfall von Satz

(ii) = (iii): Ist X folgenkompakt, so besitzt insbesondere jede Cauchy-Folge eine kon-
vergente Teilfolge, also ist X vollstaindig. Angenommen, X wére nicht total beschréankt,
es gdbe also ein e > 0, so dass (B¢(x)).ex keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Kon-
struiere nun iterativ eine Folge (x,),en wie folgt: Sei x; € X ein beliebiger Punkt.
Gegeben x1,...,x, wihle x,11 € X ~ UL Be(x;) beliebig. Diese Folge ist wohldefi-
niert und erfiillt nach Konstruktion d(xi, x,) > ¢ fir alle k,n € N mit k # n. Also
kann (x,), keine Teilfolge besitzen, die eine Cauchy-Folge ist und damit insbesondere
keine konvergente Teilfolge, was im Widerspruch zur Annahme steht. Also ist X total
beschrankt.

(iif) = (i): Sei X vollstandig und total beschrankt und nehme an, dass es eine offene
Uberdeckung (Uj)ies gébe, die keine endliche Teiliiberdeckung besiBe.

Wir definieren nun rekursiv eine Folge abgeschlossener Mengen (K}, ),cn mit den fol-
genden Eigenschaften:

1HKiD2KyD---DKyD...,
(2) diam K, < 2 fiirallen € N,
(3) Keines der K;, kann durch eine endlich viele der (U;);¢; tiberdeckt werden.

wie folgt: Da X total beschrankt ist, gibt es insbesondere ein endliches E; C X, so dass
X = Uyep, Bi(x). Dann gibt es ein x; € Ej, so dass (U;);c; keine endliche Teiltiber-
deckung von K := Bj(x;) besitzt. Nehme an, dass fiir n > 2 Mengen Kj, ..., K, 1
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gegeben sind mit K1 D K, D --- D K,_1, so dass (U;);e; keine endliche Teiltiberde-
ckung von K;,_ besitzt. Da X total beschrankt ist, gibt es ein endliches E,, C X, so dass
X = Uqeg, Bi/n(x). Nach Voraussetzung gibt es dann ein x,, € E,;, so dass (U;);cr keine
endliche Teiliiberdeckung von K, := By, (x,) N K, besitzt. Wahlen wir nun fiir jedes
n € Neiny, € Ky, soist (yn)nen wegen (1) und (2) eine Cauchy-Folge in X und ana-
log zum Beweis des Satzes von Baire konvergiert diese gegen ein x € (0,,cpn Ky. Sei nun
ip € I mity € U;,. Da Uj, offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(y) C Uj,. Wegen (2) gibt es
dann jedoch ein n € IN mit K,, C B:(y) C U;,. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu (3),
also folgt die Kompaktheit von X. O

Hieraus konnen wir nun eine Aussage folgern, die aus der Analysis II schon bekannt
sein sollte.

Korollar 4.29 (Satz von Heine-Borel). Sei n € IN. Eine Teilmenge von IR" ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. ,,=": Dies folgt aus Satz[£.9und Satz

,<=":Sei A C R" abgeschlossen und beschriankt. Nach Lemma ist A mit der Ein-
schrankung der euklidischen Metrik ein vollstandiger metrischer Raum. Weiterhin ist
jede beschrédnkte Teilmenge von IR" total beschrankt. Ist ndmlich R > 0 so grofd gewdhlt,
dass A C [~R, R]", so gilt fiir jedes & > 0, dass A C Uyeq, Be(x), wobei

Qe = {(%,,%) e R"

welche endlich ist. Also ist A nach Satz kompakt. O

2R
ki ke €2, fl] < == V1 §i§n},

Mit dem Satz von Heine-Borel und den in diesem und dem vorherigen Abschnitt ge-
zeigten Aussagen konnen wir nun lauter Beispiele fiir kompakte Rdume finden.

Beispiel 4.30. (1) S und D" sind fiir alle n € IN kompakt.

(2) RP" ist fiir jedes n € IN kompakt. Dies folgt aus Korollar und Aufgabe 1 von
Ubungsblatt 3.

(3) Da [0,1]? kompakt in IR? ist, sind die vier Quotientenrdume aus Beispiel also
insbesondere der Torus, das Mobiusband und die Kleinsche Flasche, kompakt.

4.3 Beispiele zu Identifizierungen kompakter Riume

Mit diesen Beobachtungen aus den letzten beiden Abschnitten konnen wir nun einige
kleine Liicken aus den Beispielen der vorigen Kapitel schlieflen und weitere nicht ganz
offensichtliche Homoomorphismen konstruieren.

Satz 4.31. Seien die Aquivalenzrelationen ~1 und ~3 auf [0,1)? definiert wie in Beispiel
und seien My und Mz die zugehorigen Quotientenriume.
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a) My ist homdomorph zu S' x [0,1].
b) My ist homomorph zu S' x S'.
Beweis. Wir betrachten im Folgenden S! als Einheitskreis in C.

a) Sei f: [0,1]> — S x [0,1], f(s,t) = (e'¥™,t). Dann ist f offensichtlich surjektiv und
stetig. Da [0,1]?> kompakt und S!' x [0,1] Hausdorff-Raum ist, ist f nach Korollar
[4.18|c) eine Identifizierung. Wie man leicht sieht, ist f(s,t) = f(s/,') genau dann,
wenn (s, t) ~1 (s, 1'). Also folgt die Behauptung aus Korollar 2.33]

b) Dies folgt vollkommen analog zu a) mit Hilfe der Abbildung

g:[0,12 = 8" x S, g(s,t) = (2,62,

O]

Lemma 4.32. Seien X, Y, Z topologische Riume und f : X — Y, g : Y — Z stetige Abbil-
dungen. Ist g o f eine Identifizierung, so ist g eine Identifizierung.

Beweis. Sei U C Z, so dass ¢~ !(U) offen in Y ist. Da f stetig ist, ist f~!(g~!(U)
(g0 f)~1(U) offen in X. Da g o f eine Identifizierung ist, ist folglich U offen in Z. Da
stetig ist, folgt daraus, dass g eine Identifizierung ist.

Oog |l

Das folgende Resultat hatten wir in Beispiel [2.37|bereits angekiindigt.
Satz 4.33. Fiir jedes n € N ist D" /S"~! ~ S".

Beweis. Wir werden Identifizierungen von S"~! x [—1,1] in beide Rdume konstruieren.
Sei zundchst

FeS" U x[=1,1] = 8", f(x1,.. xmt) = (1= £2)2xy, (1 — B)2xg, ..., (1= £2) 22, 8).

Man rechnet leicht nach, dass f wohldefiniert und surjektiv ist. Weiterhin ist g stetig
und da S"~! x [—1,1] abgeschlossen und beschrénkt und damit nach Satz von Heine-
Borel kompakt und 5" ein Hausdorff-Raum ist, ist f nach Satz abgeschlossen und
damit nach Satz eine Identifizierung. Betrachte nun

t+1
7.x

g:58" 1 x[-1,1] = D", g(x,t) = 5

Vxe S te [-1,1].

Man rechnet leicht nach, dass g stetig und surjektiv ist und wie bei f folgt, dass g eine
Identifizierung ist. Sind (x, t) # (y,s) € S"! x [~1,1], so ist

g(xt)=gy,s) & s=t=-1

sowie

flx,t)=f(y,s) & s=te{-1,1}.
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Insbesondere gilt also

g(x,t) =g(y,s) = f(x,t)=f(ys),

also gibt es nach Korollar 2.29 ein stetiges & : D" — S" mit f = h o g. Da f Identifizie-
rung ist, ist nach Lemma[4.32]auch & eine Identifizierung. Damit gilt nach Korollar[2.33
dass S" =~ D"/ ~y, . Man tiberlegt sich jedoch leicht anhand der obigen Rechnungen,
dass x ~, y genau dann gilt, wenn x,y € S"~!, also folgt die Behauptung. O

Schliefilich wollen wir das Mobiusband genauer untersuchen und in der Folge eine
Verbindung zwischen Mébiusband und RP? herstellen. Der folgende Satz gibt uns al-
ternative Moglichkeiten, das Mobiusband zu beschreiben. Hierbei ist klar, dass M; das
in Beispiel 2.35 beschriebene Mobiusband ergibt, da wir lediglich die Kanten des Qua-
drats anders parametrisiert haben.

Satz 4.34. Betrachte die Quotientenriume

My = [~1,1)>/ ~1, wobei ~ definiert sei durch (1,t) ~1 (=1, —t) Vt € [-1,1],
My = (§' x [-1,1])/ ~2, wobei ~y def. durch (z,t) ~2 (—z,—t) V(z,t) € S' x [-1,1],
Mz = (S' x [0,1])/ ~3, wobei ~3 definiert sei durch (z,0) ~3 (—z,0) Vz € S..

Dann ist M1 ~ My ~ Ms3.

Beweis. Seiim Folgenden 71, : S! x [—1,1] — M, die kanonische Projektion.
Betrachte f : [~1,1]2 — S' x [~1,1], f(s,t) = (¢'2%,t). Nach Satzistf abgeschlos-
sen, damit iiberlege man sich, dass ¢ := m o f : [-1,1]> — M eine surjektive und
stetige und damit nach Korollar c) eine Identifizierung ist.

Man rechnet nun ohne Problem nach, dass g(s,t) = g(s/,t') genau dann erfiillt ist,
wenn (s, t) ~1 (s, 1), also folgt aus Korollar[2.29) dass M; ~ M,.

Seii: S!x [0,1] < S! x [~1,1] die Inklusion und sei h := my0i : S' x [0,1] — M,.
Wie im anderen Schritt ist i eine Identifizierung. Offensichtlich gilt fiir (z,t) # (Z/,t') €
S! x [0,1], dass h(z,t) = h(z/,t') genau dann, wenn (z,t) ~, (Z/,t') genau dann, wenn
t =t =0und z = —2, also genau dann, wenn (z,t) ~3 (2/,t). Also folgt aus Korollar
dass M, ~ M;. O

Satz 4.35. Sei M3 gegeben wir im vorigen Satz mit kanonischer Projektion 73 : S* x [0,1] —
Mz und sei a : S' — Ms, a(z) = m3(2,1). Dann ist

RP? ~ D> U, M;.

Beweis. Mit Aufgabe 1 von Ubungsblatt 3 folgt, dass die Abbildung 7 : S> — RP?,
7(x) = Rx, eine Identifizierung ist. Seinun f : D? — S, f(x,y) = (x,y, /1 — x2 — y?),
die Abbildung auf die ,Nordhalbkugel” und sei f := 7o f : D> — RP?. Offensicht-
lich ist f stetig und man rechnet leicht nach, dass f surjektiv ist. Nach Aufgabe 6 von
Ubungsblatt 4 ist RP? Hausdorff-Raum, also ist f nach Korollar eine Identifizie-
rung.
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Sei ¢ : D* L (St x [0,1]) — D? gegeben durch
gz) =2 vze D% gzt =(1- 1)z ¥(zn €S x[01]
2 2
g ist surjektiv und stetig und nach Korollar [4.18]c) eine Identifizierung. Damit ist
Fi:= fog:D*U(S' x[0,1]) — RP?

als Verkniipfung von Identifizierungen eine Identifizierung (Ubung).
Seih: D> (S! x [0,1]) — D? LU M3, gegeben durch

h(x) =x Vx € D, h(x) = ms(x) Vx € S' x[0,1].

Analog zu den obigen Abbildungen folgt, dass & eine Identifizierung ist. Sei schliefdlich
q: D? U M3 — D? U, Mj; die kanonische Projektion. Dann ist

F:=qoh:D*U(S' x [0,1]) = D* Uy M3

Verkniipfung von Identifizierungen wieder Identifizierung. Mit den Definitionen der
Abbildungen rechnet man nach, dass

F(x)=F(() < Bk =h5hK(&) Vxx eD*U(sx]0,1]),

also folgt die Behauptung aus Satz O

4.4 Lokal kompakte Riume

Wir werden in diesem Abschnitt eine Eigenschaft von Riumen besprechen, die viele
niitzliche Konsequenzen hat, wie wir am Ende des Abschnitts sowie im ndchsten Ab-
schnitt sehen werden.

Definition 4.36. Ein topologischer Raum X heifst lokal kompakt, wenn es fiir jedes x € X
und jede Umgebung U von X eine kompaktes K C X gibt, so dass x € K C U.

Beispiel 4.37. (1) R" ist lokal kompakt: Ist x € U C R” und ¢ > 0, so dass B:(x) C U,
so ist B¢/ (x) eine kompakte Umgebung von x, die in U liegt.

2) RN = TT,en R ist nicht lokal kompakt: Ist K C RN kompakt und pr, : RN — R
die Projektion auf den n-ten Faktor, so wére dann pr,(K) C R kompakt fiir alle
n € IN. Falls K Umgebung eines Punktes wire, so miisste K insbesondere ein U aus
der Produkttopologie enthalten, fiir diese gilt jedoch, dass pr, (U) = R fiir fast alle
n € IN. Also enthilt K keine offene Menge.

Wie schon bei der Kompaktheit zeigt sich auch bei lokal kompakten Raumen, dass man
in Kombination mit der Hausdorff-Eigenschaft praktische Resultate herleiten kann.
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Satz 4.38. Ein Hausdorff-Raum X ist genau dann lokal kompakt, wenn jeder Punkt in X eine
kompakte Umgebung besitzt.

Beweis. ,,=" ist trivial, es bleibt also nur ,,<=" zu zeigen. Sei x € X und U C X eine offe-
ne Umgebung von x. Wir wissen, dass x eine kompakte Umgebung K C X besitzt. Nach
Definition der Unterraumtopologie ist U N K offen in K, also ist K \. U abgeschlossen
in K und damit nach Satz 4.6/ kompakt. Nach Satz 4.7 gibt es daher offene Teilmengen
VWCUmitx e V,K\NUC Wund VNW = @&. Dann ist L := K \. W abgeschlos-
sen in K und damit kompakt, aufierdem ist x € L C U nach Konstruktion und wegen
KNV C List L eine Umgebung von x. Also ist X lokal kompakt. O

Korollar 4.39. Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist lokal kompakt.

Korollar 4.40. Jede offene oder abgeschlossene Teilmenge eines lokal kompakten Hausdorff-
Raums ist lokal kompakt.

Beweis. Fiir offene Teilemgen folgt dies direkt aus der Definition. Sei nun X ein lokal
kompakter Hausdorff-Raum und A C X abgeschlossen. Ist x € A und K C X kompak-
te Umgebung von x, so ist K’ := KN A abgeschlossen und damit nach Satz[4.6|kompakt
mit x € K'. Ist U offenin X mitx € U € K,soist UN A offenin Amitx e UNA C K/,
also ist K’ kompakte Umgebung von x. Die Behauptung folgt aus Satz O

Der folgende Satz ist eine Hilfe zum besseren Verstandnis des Begriffs der lokalen Kom-
paktheit, da er zeigt, das die Idee hinter Kompaktheit etwas ,, Endlichdimensionales”
ist.

Satz 4.41. Ein normierter Vektorraum ist genau dann lokal kompakt, wenn er endlichdimen-
sional ist.

Beweis. ,,<": Sei V ein n-dimensionaler normierter Vektorraum, wobei n € IN. Sei
(v1,...,vn) und sei @ : R" — V der eindeutige Isomorphismus von Vektorrdumen
mit (e;) = v; fiir alle 1 < i < n. Wie man leicht sieht, ist ® ein Homdomorphis-
mus, so dass ®(B;(®1(v))) fiir jedes v € V eine kompakte Umgebung von v ist. Die
Behauptung folgt aus Satz[4.38]

“=": Sei K eine kompakte Umgebung von 0 € V. Dann ist auch A - K eine kompak-
te Umgebung von 0 fiir jedes A > 0. Damit sieht man, dass die Familie (x + %K) xeK
eine offene Uberdeckung von K ist. Da K kompakt ist, gibt es ein eindliches S C K
mit K C Uyes(x + %K), also kurz: K C § + %K Sei W der von S erzeugte Untervektor-
raum, welcher endlichdimensional ist. Dannist K C W + %K und durch Iteration dieser
Inklusion erhalten wir

KCW+3KCW+IW+IK)=W+iKC... = KCW+2"K VneN.

Sei nun U eine offene Umgebung von K. Fiir jedes x € K gibt es dann ein n € IN mit
27"x € U. Aus der Kompaktheit von K folgert man (Ubung), dass es ein n € IN gibt
mit 27"K C U, womit folgt, dass

KcWw+U.
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Da dies fiir jede beliebige Umgebung U von 0 gilt, folgt K C W. Man iiberzeuge sich
jedoch (Ubung), dass jeder endlichdimensionale Untervektorraum abgeschlossen in V
ist, also folgt K C W. Damit folgt auch span(K) C W, da K aber eine offene Umgebung
von 0 enthalt, ist V = span(K), folgt V = W, so dass V endlichdimensional ist. O

Satz 4.42. Ein Hausdorff-Raum X ist genau dann lokal kompakt, wenn seine Ein-Punkt-
Kompaktifizierung X ein Hausdorff-Raum ist.

Beweis. ,<": Ist X, Hausdorff-Raum, so ist X, nach Korollar lokal kompakt. Da
X offen in X ist, ist X nach Korollar [4.40]lokal kompakt.
,=":Da X selbst Hausdorff-Raum ist, folgt aus der Definition der Topologie auf X,
dass es zu je zwei x,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V von y gibt mit
UNV = . Es bleibt zu zeigen, dass sich x € X und oo stets in X durch offene
Umgebungen trennen lassen. Sei x € X beliebig. Da X lokal kompakt ist, gibt es eine
kompakte Umgebung K von x in X. Sei dann U C K offen in X mit x € U und sei
:= X4+ N K. Dann sind U und V offenin X, mitUNV = &, x € Uund o0 € V. Also
ist X+ Hausdorff-Raum. O

Das folgende Lemma werden wir im Anschluss benutzen, um einen Satz, der uns in
Kapitel 3 bereits begegnet ist, auf lokal kompakte Hausdorff-Rdume zu iibertragen.

Lemma 4.43. Sei X ein topologischer Raum und (K, )neN eine Familie nichtleerer kompakter
und abgeschlossener Teilmengen von X mit Ky D Ky O --- D Ky D Kyqq1 D ... Dann ist

ﬂ;i'o:1 Kn 7‘é a.

Beweis. Angenommen, es wére (), K, = &. Fiir jedes n € IN sei U, := K; \ K;,. Dann
ist jedes der U, offen in K; und es ist

Uu,=Ki~[)Ki=Ki.
n=1

[k

Da K; kompaktist, gibtes ny,..., 1, € NmitKy = U, Uy,. Ist N := max{ny,..., n,},
so gilt wegen der Schachtelungseigenschaft der K;;, dass UiZ; Uy, = Uy, also K; = Uy
und damit Ky = K; \ Uy = &, was im Widerspruch zur Annahme steht. Also folgt die
Behauptung. O

Wir zeigen nun, dass die Aussage des Satzes von Baire nicht nur fiir vollstaindige metri-
sche Rdaume (Satz[3.58), sondern auch fiir lokal kompakte Hausdorff-Raume giiltig ist.
Der Beweis ist dabei analog zum Fall vollstandiger metrischer Raume, wobei wir das
Vollstandigkeitsargument durch Lemma ersetzen.

Satz 4.44 (Satz von Baire/Bairescher Kategoriensatz, 2. Version). In einem lokal kompak-
ten Hausdorff-Raum liegt jede residuelle Menge dicht.

Beweis. Sei X lokal kompakter Hausdorff-Raum und (G, ) ,en eine Familie offener dich-
ter Teilmengen von X. Setze R := (,en Gu. Zu zeigen ist, dass RN U # o fiir jedes
offene U C X. Sei ein solches U fest gewdhlt und konstruiere durch folgendes Verfah-
ren eine Folge (K, ),en kompakter Teilmengen von X:

72



e Da G; offen und dicht in X ist, ist U N G; offen und nichtleer. Da X lokal kompakt
ist, gibt es ein kompaktes K; C U N G; mit nichtleerem Inneren.

e Sein > 2und seien Kj, ..., K,_1 gegeben. Da G, offen und dicht ist, ist K,_1N G,
offen und nichtleer. Also kénnen wir ein kompaktes K, C K, 1 N G, finden mit
nichtleerem Inneren.

Da K, C K,,_ fiir alle n € IN und X Hausdorff-Raum ist, gilt nach Lemma dass
Ni=1 K» # @. Da nach Konstruktion K,, C G, N U fiir alle n € IN erfiillt ist, folgt

RNU=()G.NU # @.

n=1

4.5 Rdume stetiger Abbildungen

In der linearen Algebra haben wir gelernt, dass fiir je zwei Vektorraume V und W tiber
demselben Korper K die Menge der linearen Abbildungen Homg (V, W) wieder die
Struktur eines K-Vektorraums besitzt, den wir wiederum mit Methoden der linearen
Algebra untersuchen kénnen.

Einer dhnlichen Philosophie wollen wir in diesem Abschnitt folgen. Fiir gegebene to-
pologische Raume X und Y wollen wir den Raum der stetigen Abbildungen C°(X,Y)
mit Topologien versehen.

Seien im Folgenden stets X und Y zwei topologische Raume. Folgende Abbildung ist
offensichtlich injektiv:

@:C(XY) = [TY, @) = (f(x))rex-

xeX

Diese Abbildung gibt uns mit den Konstruktionen aus Kapitel 2 direkt die Moglichkeit,
eine Topologie auf C°(X,Y) zu definieren.

Definition 4.45. Sei[],cx Y mit der Produkttopologie versehen. Die Topologie der punkt-
weisen Konvergenz auf C°(X,Y) ist die von ® induzierte Topologie.

Der Name dieser Topologie ist durch die folgende Aussage begriindet.

Satz 4.46. Seien X und Y topologische Riume und sei (fy)nen eine Folge in C°(X,Y) und
sei f € CO(X,Y). Dann gilt: (fn)nen konvergiert genau dann gegen f in der Topologie der
punktweisen Konvergenz, wenn (fu(x))nen fiir jedes x € X gegen f(x) konvergiert.

Beweis. Dies folgt leicht aus der Definition der Produkttopologie (Ubung). O
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Aus der Analysis wissen wir, dass punktweise Konvergenz von Folgen von Abbildun-
gen auf Teilmengen des R" nicht besonders niitzlich ist, da wichtige Eigenschaften wie
Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Integrierbarkeit nicht von der Folge auf die Grenz-
funktion ,,vererbt” werden.

Nach Definition der induzierten Topologie erhalten wir eine Basis der Topologie der
punktweisen Konvergenz auf C°(X, Y) durch Urbilder der Basis der Produkttopologie
auf [J,cx Y unter ®. Diese sind von der Form

W(xy, .o X, Up, .., Uy) = {f € COUX,Y) | f(x;) e U; Vi€ {1,2,...,m}},

wobeim € N, x1,...,x, € Xund Uy, ..., U, C Y offene Teilmengen. Wir legen also
tur endlich viele Punkte in X fest, dass sie in festgelegte offene Teilmengen abgebildet
werden sollen. Diese Beobachtung soll nun die folgende Definition motivieren.

Definition 4.47. Fiir K C X kompakt und U C Y offen definieren wir
M(K,U) = {f € CO%(X,Y) | f(K) C U}.
Die Kompakt-offen-Topologie (KO-Topologie) auf C°(X,Y) ist die von
{M(K,U) | K C X kompakt, U C Y offen}

(als Subbasis) erzeugte Topologie. (Hierbei ist klar, dass die M (K, U) den Raum C%(X, Y)
tiberdecken, da beispielsweise M({x},Y) = C°(X,Y) fiir beliebiges x € X gilt.)

Satz 4.48. Die KO-Topologie auf C°(X,Y) ist feiner als die Topologie der punktweisen Konver-
genz.

Beweis. Esreicht zu zeigen, dass jedes der oben skizzierten Basiselemente der Topologie
der punktweisen Konvergenz offen in der KO-Topologie ist. Dies folgt jedoch direkt, da
in obiger Notation gilt, dass W(x1,...,xm, Uy, ..., Un) = Ny M({x;}, Uj). O

Ein guter Grund dafiir, die KO-Topologie zu betrachten, ist die folgende Beobachtung,
welche zeigt, dass die KO-Topologie die Vorstellung der gleichméafiigen Konvergenz
verallgemeinert.

Satz 4.49. Ist X kompakter Hausdorff-Raum und (Y, d) ein metrischer Raum, so wird die KO-
Topologie auf C°(X, Y) von der Metrik

deo 1 C(X,Y) x CUX,Y) = R, dw(f,g) =supd(f(x),g(x)),

xeX
induziert.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass de, aufgrund der Kompaktheit von X nur endli-
che Werte annimmt und deshalb wohldefiniert ist.

,C": Es reicht zu zeigen, dass M (K, U) € T (do) fiir alle K C X kompaktund U C Y
offen. Sei f € M(K,U). Da U offen in Y ist, gibt es fiir jedes x € K ein &g, > 0
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mit B, (f(x)) C U. Die Familie (B, »(f(x)))xck ist eine offene Uberdeckung von
f(K). Da f(K) nach Satz kompakt ist, gibt es x1,...,x, € K, so dass f(K) C
UiZq Be, /2(f (xi)). Setze € := min{ex,, ..., ex,}. Istnun g € CUX,Y) mitde(f,g) < 5,
also d(f(x),g(x)) < 5 fur alle x € X. Dann gibt es fiir alle x € Keini € {1,2,...,m},
so dass

d(g(x), f(x)) < d(g(x), f(x) +d(f(x), f(x)) < 3+ S s,

Nach Definition der &, folgt damit, dass g(x) € U fiir alle x € K, also g € M(K, U). Da-
mit haben wir gezeigt, dass B,/»(f) C M(K,U), wobei B die offenen Kugeln beziiglich
de bezeichne. Da f € M(K, U) beliebig gewdahlt war, folgt M (K, U) € T (ds), was wir
zeigen wollten.
,D": Da die offenen Kugeln stets eine Basis der von einer Metrik induzierten Topologie
bilden, reicht es zu zeigen, dass Bc(f) fiir alle f € C°(X,Y) und ¢ > 0 eine Umgebung
V € Txo von f enthilt. Seien f und ¢ im Folgenden fest gewahlt und sei Uy, := B/»(y)
fiir alle y € Y Da f stetig ist, ist f ! (Uy(y)) offen in K fiir alle x € X. Da X kompak-
ter Hausdorff-Raum und damit nach Korollar lokal kompakt ist, gibt es zu jedem
x € X eine kompakte Umgebung K, mit Ky C f~!(Uy(y))), also f(Ky) C Uy(y). Da X
kompakt ist, gibt es ein endliches E C X, so dass X = [J,cf K.. Nach Konstruktion gilt
dann

f eV:= m M(Ke, uf(e))

eckE

V ist offen in der KO-Topologie. Sei nun g € V beliebig, x € X und seie € E mit x € K,.
Dann ist g(x) € Uy (,) und damit

£ £

d(f(x),g(x)) < d(f(x), f(e)) +d(fle),g(x)) <5+ 5 =e
Da x € X beliebig, folgt g € B (f) und damit V C B. (f). Also ist dieses V die gesuchte

Umgebung. O

Bemerkung 4.50. Wir wissen aus der Analysis, dass Konvergenz beziiglich der oben
beschriebenen Metrik do, nichts anderes ist als gleichméfsige Konvergenz. Ist also X ein
kompakter Hausdorff-Raum und Y ein metrischer Raum, so konvergiert eine Folge in
C%(X,Y) genau dann in der KO-Topologie, wenn sie gleichmafig konvergiert.

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir zeigen, dass die KO-Topologie viele hilfreiche
Eigenschaften hat und dass gewisse ,nattirliche” Abbildungen auf Abbildungsraumen
beziiglich der KO-Topologie stetig sind. In den folgenden Betrachtungen nehmen wir
stets an, dass alle Rdume stetiger Abbildungen mit der KO-Topologie versehen sind.

Satz 4.51. Seien X, Y und Z topologische Riume.

a) Sei f : Y — Z stetig. Dann ist die folgende Abbildung stetig:

fo:CUX,Y) = C(X,2), fu(g)=fos
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b) Sei f : Z — X stetiq. Dann ist die folgende Abbildung stetig.
X Y) = CzZY), f(g)=gof

Beweis. Nach Satz[2.17|reicht es zu zeigen, dass die Urbilder der besprochenen Subbasis
der KO-Topologie wieder offen sind.

a) Sei M(K,U) C C°(X,Z) mit K C X kompakt und U C Z offen. Dann gilt:
gEfIIMKU)) & (fog)(K)CU w g(K)C fH(U) & ge MK fH(U)).

Alsoist £, 1 (M(K, U)) = M(K, f~1(U)) offen in C°(X, Y), wobei wir benutzt haben,
dass f stetig und damit f~!(U) offen in Y ist. Also ist f. stetig.

b) Sei M(K,U) C C°(Z,Y) mit K C Z kompaktund U C Y offen. Dann gilt:
gEUNTTMKU)) & g(f(K)cU & geM(f(K),U).

Alsoist (f*) ' (M(K,U)) = M(f(K),U) offen in C°(X, Y), wobei wir benutzt haben,
dass f stetig und damit f(K) nach Satz[4.13|kompakt in X ist.

O

Zur Vorbereitung der ndchsten Konstruktion schieben wir ein kleines, aber sehr niitzli-
ches Lemma ein.

Lemma 4.52 (Rohrenlemma (,,tube lemma*”)). Seien X und Y topologische Riume und sei
Y kompakt. Ist x € X und V. C X X Y offen, so dass {x} x Y C V, so gibt es eine offene
Umgebung U von x in X mit U XY C V.

Beweis. Da die Produkte offener Mengen eine Basis der Topologie auf X x Y bilden,
gibt es wegen {x} x Y C V fiirjedes y € Y offene Umgebungen U, von x und V;, von y
mit U, x V, C V. DaY kompakt ist, gibt es ein endliches E C V, so dass Y = U,cg Vy-
Setzen wir U := (g Uy, so ist U wieder offene Umgebung von x und es ist

uUuxyc|Jw,xv)cv.
y€eE

d

Definition 4.53. Seien X, Y und Z topologische Rdume und sei f : X x Y — Z stetig.
Die zu f adjungierte Abbildung ist die Abbildung

ffrX=CY,2), (Ff))y) =flxy) YreXyeY.
Betrachten wir die Abbildung f* als Abbildung zwischen topologischen Raumen be-

ziiglich der KO-Topologie, so ladsst sich die folgende niitzliche Aussage machen.
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Satz 4.54. Seien X, Y und Z topologische Riume. Fiir jedes f € CO(X x Y, Z) ist f* €
Co%(X,C%Y, 2)).

Beweis. Nach Satz reicht es zu zeigen, dass (f*)~1(M(K,V)) fiir jedes kompakte
K C Y und jedes offene V C Z offen in X ist. Sei x € (f*)"1(M(K,V)). Dann ist
nach Konstruktion f({x} x K) C V, also {x} x K C f~1(V). Durch Anwendung des
Rohrenlemmas auf f|x«x erhalten wir eine Umgebung U von x mit f (U x K) C V, also
Uc (7Y M(K,V)). Also ist f* stetig. O

Satz 4.55 (Exponentialgesetz). Seien X, Y und Z topologische Riume. Ist Y lokal kompakt,
so ist die Adjunktionsabbildung

Ad:CU(X xY,Z) = CO(X,C0(Y,Z)), Ad(f) = f*,
eine Bijektion.

Beweis. Nach Satz ist Ad wohldefiniert. Die Injektivitdt von Ad ist offensichtlich,
es bleibt also nur die Surjektivitit zu zeigen. Sei dazu ¢ € C°(X, C%(Y, Z)). Wir erhalten
eine Abbildung f : X X Y — Z durch f(x,y) := (g(x))(y), wissen aber a priori nicht,
ob f wieder stetig ist.

Seien x € X und y € Y fest gewdhlt und sei V C Z eine offene Umgebung von f(x, y).
Dann ist (¢(x)) (V) offene Umgebung von y in Y und da Y lokal kompakt ist, gibt es
eine kompakte Umgebung K C Y von y mit K C (g(x))~!(V). Dann ist nach Konstruk-
tion ¢(x) € M(K, V). Da g stetig ist, ist U := ¢~} (M(K, V)) eine offene Umgebung von
x. Dann istjedoch U x K eine Umgebung von (x,y) in X x Y mit U x K C f~}(V. Also
ist f stetig in (x,y). Da der Punkt beliebig gewahlt war, folgt f € C°(X x Y,Z) und
nach Definition ist Ad(f) = g. Also ist Ad surjektiv. O

Bemerkung 4.56. Der Name Exponentialgesetz kommt daher, dass C°(X,Y) von man-
chen auch als YX geschrieben wird. In dieser Schreibweise erhalten wir in Satz eine
Bijektion zwischen ZX*Y und (ZY)X, was rein visuell ein wenig nach einem Potenzge-
setz aussieht.

Mit Hilfe von Satz lasst sich nun die Stetigkeit zweier wichtiger Abbildungen zei-
gen.

Korollar 4.57. Fiir topologische Riume X und Y sei

ev:COX,Y)x X =Y, ev(f,x)=f(x),
die Auswertungsabbildung oder Evaluation. Ist X lokal kompakt, so ist ev stetig.
Beweis. Dies folgt aus Satz denn man tiberlegt sich leicht, dass

Ad(ev) = ideorxy) : CU(X,Y) = C°(X,Y),

welche offensichtlich stetig ist. O
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Korollar 4.58. Seien X, Y und Z topologische Riaume. Sind X und Y lokal kompakt, so ist die
Abbildung
D:CUY,Z) x C'(X,Y) = CUX,Z), ®(f,8)=fog

stetig.
Beweis. Nach Satz[4.55|reicht es zu zeigen, dass die Abbildung

Y:CUY,Z) x CUX,Y)x X = Z, Y¥(f,gx)=(fog)(x),
stetig ist. Es gilt jedoch

(fog)(x) = f(g(x)) = ev(f, g(x)) = ev(f,ev(g, x)),

also ¥ = ev o (ido(x,y) X ev), welche nach Korollar als Verkniipfung stetiger Ab-
bildungen stetig ist. (Hier bezeichne ev zwei unterschiedliche Auswertungsabbildun-
gen.) Folglich ist ® stetig. O

4.6 Filter und der Satz von Tychonoff

Wir haben in Abschnitt 4.2 gesehen, dass Kompaktheit auf metrischen Rdumen zwar
durch Konvergenz von Teilfolgen formuliert werden kann, dass dies aber fuer allge-
meine topologische Rdume nicht funktioniert, da die Topologie dafiir gewisse Abzahl-
barkeitseigenschaften haben muss.

Es gibt jedoch eine Moglichkeit, wie sich Kompaktheit weiterhin durch Konvergenzen
ausdriicken ldsst, ndmlich indem man den Konvergenzbegriff von Folgen auf Mengen-
systeme verallgemeinert. Dies ldsst sich iiber sogenannte Netze und Filter formulieren.
Mit Netzen werden wir uns noch in einem Exkurs beschiftigen. In diesem Abschnitt
wollen wir die Konvergenz von Filtern betrachten und mit ihr den Satz von Tychonoff
beweisen, der vor allem in der Funktionalanalysis wichtige Anwendungen hat.

Definition 4.59. Sei X ein topologischer Raum. Ein Mengensystem F C PB(X) heifst
Filter auf X, wenn es die folgenden Eigenschaften hat:

(i) F #@.
(ii) @ ¢ F.
(iii) Ist F€ Fund F/ C XmitF C F/,soist F' € F.
(iv) Sind F, F, € F,soist FENF, € F.
Bemerkung 4.60. Jeder Filter F hat die folgenden Eigenschaften:
(1) Aus (i) und (iii) folgt, dass X € F.
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(2) Durch Iteration von (iv) erhdlt man, dass fiir allem € N und Fy,...,F, € F gilt,
dass "L, F € F.

(3) Aus (iii) folgt, dass fiir F € F und beliebiges A C X gilt, dass FU A € F.

Der Name Filter wurde gewdhlt, da die Idee ist, dass ein Filter alle Mengen einer be-
stimmten ,Mindestgrofie” enthdlt und dass zu kleine Mengen , rausgefiltert” werden,
also nicht im Filter enthalten ist.

Beispiel 4.61. (1) Istx € X, soistU(x) := {U C X | U ist Umgebung von x} ein Filter
auf X und heifst der Umgebungsfilter von X.

(2) Ist (xn)nen eine Folge in X, so ist
F((xn)n) = {U C X | U enthalt fast alle Folgenglieder von (x,),}

ein Filter auf X.

Definition 4.62. Sei X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X. F konver-
giert gegen x, wenn U (x) C F.

Bemerkung 4.63. Wie man an der Definition leicht sind, konvergiert eine Folge (x,)en
in X genau dann gegen x € X, wenn F((x,),) gegen x konvergiert.

Definition 4.64. Sei X ein topologischer Raum. Ein Mengensystem B C PB(X) heifst
eine Filterbasis, wenn gilt:

(i) B #@.
(i) @ ¢ B.
(iif) Sind By, B, € B, so gibtes ein B € B mit B C By N Bs.
Ist B eine Filterbasis auf X, so ist
(B):={FC X |dBe€ BmitB C F}
ein Filter auf X und heifst der von BB erzeugte Filter.

Beispiel 4.65. (1) Ist X metrischer Raumund x € X, soistU(x) = ({By,,(x) | n € N}).
Auf dhnlich findet man Basen von Umgebungsfiltern fiir beliebige erstabzidhlbare
Raume.

(2) Sei (xn)nen eine Folge im topologischen Raum X und setze By := {x, | n > k} fir
jedes k € IN. Dann ist F((x4)n) = ({Bx | k € N}).

Definition 4.66. Sei X ein topologischer Raum. Ein Filter F auf X heifst Ultrafilter, wenn
es keinen echt groBeren Filter gibt, d.h. wenn fiir jeden Filter 7 auf X mit 7 C F’ gilt,
dass F/ = F.
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Satz 4.67. Sei X ein topologischer Raum, F ein Ultrafilter auf X und A C X. Dann ist
entweder A € F oder X N A € F.

Beweis. Wenn A und X \ A beide in F ldgen, so wiirde dies wegen AN (X N\ A) = &
mit Eigenschaften (ii) und (iv) eines Filters einen Widerspruch herbeifiihren, also kann
hochstens eine der beiden Mengen in F liegen.

Wennesein F € F gibt mit ANF = @, dann ist F C X \ A, also ist nach Eigenschaft
(iii) eines Filters X \\ A € F. Ist anderserseits F N A # & fiir jedes F € F, so folgt aus
Filtereigenschaft (iv) leicht, dass {ANF | F € F} eine Filterbasis ist. Dann ist

F':={({ANF|FeF})

ein Filter, fiir den nach Filtereigenschaft (iii) gilt, dass A € F' und F C F’, also folgt
F = F'und damit A € F, da F Ultrafilter ist. d

Im Beweis des folgenden Resultats werden wir das Lemma von Zorn benutzen. Dieses
ist ein Resultat aus der Mengenlehre, von dem sich zeigen lédsst, dass es dquivalent zum
umstrittenen Auswahlaxiom ist, welches wir jedoch als giiltig annehmen. Das Lemma
von Zorn wird mit mengentheoretischem Kontext im Anhang von Janich, Topologie,
verstandlich beschrieben. Es sei ebenfalls auf die schonen Erklarungsvideos von Ed-
mund Weitz verwiesen, die in der YouTube-Playlist mit vorlesungsbegleitenden Videos
angegeben sind.

Satz 4.68. Jeder Filter liegt in einem Ultrafilter.

Beweis. Sei X ein topologischer Raum und F ein Filter auf X. Sei
A :={G CB(X) | G ist ein Filter auf X mit F C G} C P(P(X)).

Dann ist (A, C) eine partiell geordnete Menge. Da fiir jede total geordnete Teilmenge
C C A die Menge Jgcc G eine obere Schranke darstellt, hat A nach dem Lemma von
Zorn ein maximales Element F. Ist nun G ein Filter auf X mit & C G, so ist insbesondere
F C G, also G € A. Da aber F maximales Element fiir A ist, folgt F = G, also ist F ein
Ultrafilter mit 7 C F. O

Satz 4.69. Ein topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter auf X
konvergiert.

Beweis. ,,=":Sei X kompakt. Angenommen, es gebe einen Ultrafilter F auf X, der nicht
konvergiert, also U (x) ¢ F fiir jedes x € X. Es gibt also zu jedem x € X eine offene
Umgebung U, mit U, ¢ F. Dann ist (Uy),cx eine offene Uberdeckung von X und da
X kompakt ist, gibt es {x1,...,x,} mit X = U/, Uy,. Nach Satz[4.67)ist X \ Uy, € F
firallei € {1,2,...,m}. Also ist nach Bemerkung[4.60/(2) auch N, (X \ Uy,) € F, es
gilt jedoch

m m
NX\Uy) =X~ U, =2,
i=1 i=1
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was im Widerspruch zu Filtereigenschaft (ii) steht. Also konvergiert jeder Ultrafilter auf
X.

,<=": Nehme an, dass jeder Ultrafilter auf X konvergiert. Angenommen, (U;);c; wére
eine offene Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dann rech-
net man leicht nach, dass

B::{X\Uui

i€E

ECI endlich}

eine Filterbasis ist. Sei dann F ein Ultrafilter auf X, der den Filter (B) enthilt. (Ein
solcher existiert nach Satz[4.68]) Nehme an, dass F gegen x € X konvergiere. Ist dann
ip € I so gewdhlt, dass x € U, so ist U;, € F. Nach Konstruktion ist jedoch auch
X\ U, € B C F,was im Widerspruch zu Satz[4.67 steht. Also ist X kompakt. O

Wir werden nun mit Hilfe von Filtern den folgenden Satz beweisen, welcher das ent-
scheidende Hilfsmittel zum Beweis des Satzes von Tychonoff liefern wird.

Satz 4.70 (Alexanderscher Subbasissatz). Sei (X, T') ein topologischer Raum und sei S eine
Subbasis von T. Dann gilt: X ist genau dann kompakt, wenn jede Uberdeckung von X mit
Mengen aus S eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beweis. ,,=" ist klar, es ist also nur ,<" zu zeigen. Angenommen, es gebe einen Ul-
trafilter 7 auf X, welcher nicht konvergiert. Mit den Filtereigenschaften folgt dann,
dass es fiir jedes x € X eine offene Umgebung Uy, so dass U, ¢ F. Wir konnen
0.B.d.A. annehmen, dass jedes Uy aus der durch S definierten Basis stammt. Dann gibt
es S1,...Sy € Smit Uy = N/, S; und da U, ¢ F ist nach Filtereigenschaft (iv) auch
S; ¢ F fiir mindestens eini € {1,2,...,m}.

Folglich gibtes zujedem x ein S, € S mit U, C Syund Sy & F. (Sx)xex ist eine Uberde-
ckung von X mit Mengen aus S, die nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt. Dies fithrt man nun genau wie im Beweis von Satz zu einem Widerspruch.
Also konvergiert jeder Ultrafilter auf X, so dass X nach Satz kompakt ist. O

Wir kommen nun zum bereits angekiindigten Satz von Tychonoff. Das Besondere an
diesem Satz ist, dass sein Ergebnis vollkommen unintuitiv ist, da wir Kompaktheit bis-
her als eine Art Verallgemeinerung von Endlichkeit betrachtet haben.

Satz 4.71 (Satz von Tychonoff). Ist I eine beliebige Indexmenge und ist (X;);cj eine Familie
kompakter Riume, so ist [ ];c; X; kompakt.

Beweis. Sei X := [];c; X;. Nach Definition der Produkttopologie auf X wird diese von
der Subbasis
S = U{pri_l(ll) | U; C X; offen}.
i€l
erzeugt. Nach Satz reicht es zu zeigen, dass jede Uberdeckung von X durch Men-
gen aus S eine endliche Teiliiberdeckung hat. Sei &/ C S eine solche Uberdeckung von

X und sei
U:={UCX;|pr; (U)eU} Viel
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Da U Uberdeckung von X ist, ist nach Definition

J(Upitw)) = Ju=x 4.1)

iel U;ely; uel
Behauptung: Es gibteini € I, so dass U; eine Uberdeckung von X ist.

Beweis der Behauptung: Angenommen, es gabe fiir jedes i € I ein x; € X;, welches nicht
in Uyey, U lage. Dann wiirde fiir x = (x;)ic; € X und fiir jedes i € I gelten, dass
pr;(x) € Uyey, U und damit

v Ut (U ) =U( U pritw),

iel U;el; iel U;el;

was im Widerspruch zu (4.1)) stiinde. Also kann es kein solches x geben. ]

Seii € I so gewdhlt, dass U; offene Uberdeckung von X; ist. Dann ist (pr; ' (U;))y,cu.
eine Uberdeckung von X, genauer eine Teiliiberdeckung von U/. Da X; kompakt ist, gibt
es eine endliche Teiliiberdeckung V; von U;. Folglich ist (pr;*(V))yey, eine endliche
Teiliiberdeckung von (pr; ' (U;))y,ey;, und damit von ¢/ auf X, woraus die Kompaktheit
von X folgt. O

Mit Hilfe des Satzes von Tychonoff ldsst sich eine weitere Kompaktifizierung von X
definieren, welche wichtige Anwendungen in der Funktionalanalysis hat. Sei X ein to-
pologischer Raum und sei C := C°(X, [0, 1]). Betrachte die Abbildung

QX — 111[011]1 P(x) = (f(x))fec,

und setze

BX :=®(X) c [0, 1].
fec
Nach dem Satz von Tychonoff und Satz 4.6|ist BX kompakt. BX heift die Stone-Cech-
Kompaktifizierung von X. Nach Definition ist dann g : X — BX, B(x) = P(x), eine
Einbettung.

4.7 Parakompaktheit

Wir beenden dieses Kapitel mit dem Begriff der Parakompaktheit, dessen Nutzen nicht
ganz offensichtlich ist. Ein wesentlicher Grund fiir die Betrachtung dieses Begriffs ist,
dass Parakompaktheit eine Mindestanforderung an einen Raum ist, um die Existenz so-
genannter Teilungen der Eins zu garantieren. Diese werden in der Analysis und der Dif-
ferentialgeometrie gerne auf Mannigfaltigkeiten genutzt, um aus lokalen Rechnungen,
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etwa in lokalen Koordinatenumgebungen, globale Aussagen zu machen. Die Grundi-
dee ist, dass man eine beliebige Funktion auf der Mannigfaltigkeit (und spater allge-
meinere Abbildungen) als Summe von Funktionen ausdriicken mochte, die aufierhalb
einer hinreichend kleinen Menge verschwinden. Konkretere Beschreibungen und An-
wendungen sind in der Differentialgeometrie und der globalen Analysis zu finden.

Definition 4.72. Sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine Familie (U;);e; von Teilmengen von X heif3t lokal endlich, wenn jedes x € X
eine Umgebung besitzt, die nur endlich viele der U; schneidet.

(2) Sei (Uj)ie; eine Uberdeckung von X. Eine Uberdeckung (V;);e; von X heif}t Verfei-
nerung von (U;);c;, wenn es fiir jedes j € J eini € I gibt, so dass V; C U;.

(3) X heifit parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine lokal endliche offe-
ne Verfeinerung besitzt.

Das folgende Kriterium liefert uns die Parakompaktheit einer wichtigen Klasse von
Beispielen.

Satz 4.73. Jeder zweitabzihlbare lokal kompakte Hausdorff-Raum ist parakompakt.

Beweis. Nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 7 besitzt die Topologie von X eine Basis
(Bn)uen, so dass By, fiir jedes n € IN kompakt ist. Ist nun (U;);c; eine beliebige offe-
ne Uberdeckung, so gibtes fiirjedes i €  und x € U; ein n(x) € IN mit B,(x) C U;. Also
ist Uic1{Bn(x) | x € U;} eine Verfeinerung von (U;);c;, so dass wir 0.B.d.A. annehmen
konnen, dass die Uberdeckung aus abzihlbar vielen Mengen besteht. Schreibe diese als
(Un)nE]N- _

Setzen wir V,, := ., U; fiir jedes n € N, so ist V;, kompakt und V;, C V4 fiir jedes
n € IN. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass V,, C V,, 1 fiir alle n € IN, da wir dies durch Wahl
einer passenden streng monotonen Abbildung a : N — IN und Ubergang von (V;,)nen
zu (Vy(n) )nen erreichen konnen.

Um eine lokal endliche Verfeinerung von (U, ),en zu finden, reicht es nun, eine lokal
endliche Verfeinerung von (V,),en zu finden, da die Schnitte einer solchen Verfeine-
rung mit den U, wieder eine lokal endliche Verfeinerung liefern.

Setze A, := V,, \ V,,_1 fiirjedes n € IN, wobei Uy := &. Jedes A, ist abgeschlossen und
da A, C V, und X Hausdorff-Raum ist, ist nach Satz jedes A, kompakt. Weiterhin
ist (An)nen eine Uberdeckung von X.

Fiir jedes n € IN sei nun W,, := An+2 N A,_1, wobei Ay := . Jedes W, ist offen und
nach Voraussetzung ist A, C W, fiir jedes n € IN.

Da die A, kompakt sind, konnen wir fiir jedes n € IN eine endliche Teilmenge E, C IN
finden, so dass A, C Uyeg, Bk C Wy xWihlen wir fiir jedes n € IN ein solches E;;, so ist

U .= G{Bk|k€En}

n=1
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eine offene Uberdeckung von X und eine Verfeinerung von (V,),eN. Da nach Kon-
struktion gilt, dass W, N W,, # @ nur dann gelten kann, wenn |n — m| < 2, folgt nach
Konstruktion von U/, dass U/ lokal endlich ist. ]

Korollar 4.74. a) R" ist parakompakt fiir jedes n € IN.
b) Jede Mannigfaltigkeit ist parakompakt (falls der Begriff bereits bekannt ist).

Bemerkung 4.75. Allgemeiner ist jeder metrische Raum parakompakt. Der Beweis da-
fur ist allerdings sehr schwierig und wird zum Beispiel im Buch von Munkres, Topolo-
gy, Abschnitt §41, gegeben.

Satz 4.76. Jeder parakompakte Hausdorff-Raum ist normal.

Beweis. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum und seien A, B C X abgeschlossen
mit ANB = 2.

Behauptung: Fiir jedes g € B gibt es U, V; C X offen mit A C U, g € V,; und

Beweis der Behauptung: Sei q € B fest gewdhlt. Da X Hausdorff-Raum ist, gibt es fiir
jedes p € A eine offene Umgebungen U, ; von p mit g ¢ U, ;. Dann ist (Up,)yeca €i-
ne offene Uberdeckung von A. Nehmen wir X \. A dazu, so erhalten wir eine offene
Uberdeckung von X, die nach Annahme eine lokal endliche Verfeinerung (V, ;)ics be-
sitzt. Sei V; 1= {V,;[3p € Amit V,; C U,,}. Dann ist V; nach Konstruktion eine lokal
endliche offene Uberdeckung von A und es gilt g ¢ V fiir alle V € V. Setzen wir nun
Uy := Uyey, V, soist A C Uy Mit Aufgabe 4 von Ubungsblatt 7 folgt Uy = Uyevy, V,

also ist g ¢ U,. Folglich gibt es eine Umgebung V; von g mit U, NV, = &. |

Wiahle nun fiir jedes g € B offene Mengen U, und V; wie in der Behauptung. Die Fa-
mile (V;);ep ist dann eine offene Uberdeckung von B und mit dem gleichen Argument
wie im Beweis der Behauptung bekommen wir durch Wahl einer lokal endlichen Ver-
feinerung W von (V,),ep mit ANW = & fiir alle W € W eine offene Teilmenge V C X
mit B C V und so dass ANV = @. Also kénnen wir ein offenes U finden mit A C U
undUNV =a. O

Definition 4.77. Sei X ein topologischer Raum.

(1) Fur f : X — R ist der Triger von f gegeben durch supp f := {x € X | f(x) # 0}.

(2) Eine Familie stetiger Funktionen (p; : X — [0,1]);c; heifSt Teilung der Eins (auch
Zerlegung der Eins oder Partition der Eins), wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(i) (supp p;)ic; ist eine lokal endliche Uberdeckung von X.
(i) ) pi(x) =1 VxeX

iel
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(3) Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von X. Eine Teilung der Eins (p;);c; auf X heifit
(U;)eg subordiniert, wenn supp p; C U; fiir jedes i € I. (Beachte, dass die Indexmen-
ge von Uberdeckung und Teilung der Eins hier dieselbe ist.)

Bemerkung 4.78. Man beachte, dass Eigenschaft (i) einer Teilung der Eins unter ande-
rem besagt, dass fiir jedes x € X die Menge {i € I | p;(x) # 0} endlich ist, so dass die
Summe in Eigenschaft (ii) wohldefiniert ist.

Lemma 4.79. Sei X parakompakter Hausdorff-Raum und (U;)ic; eine Uberdeckung von X.
Dann gibt es eine lokal endliche Uberdeckung (V;)ic; von X mit V; C U, fiir jedes i € I.

Beweis. Nach Satz und Satz gibt es fiir jedes x € X ein offene Umgebung V,
mit V, C U; fiireini € I. Dann ist (Vy)yex eine offene Uberdeckung von X, besitzt also
eine lokal endliche Verfeinerung (W;);c;. Nach Konstruktion gibt es & : | — I, so dass

Wi C U, (j fir alle j € J erfullt sein muss. Sei nun a : | — [ eine Abbildung, so dass

W; C U,y fiir jedes j € ] gilt. Setzen wir dann

Vi= U W viel
jea 1 ({i})

so ist (V;)ic; nach Konstruktion eine offene Uberdeckung von X. Da (W;);c; lokal end-
lich ist, ist auch (V;);c; lokal endlich und nach Aufgabe 4 von Ubungsblatt 7 gilt, dass
V;C U, furallei € I. O

Satz 4.80. Auf einem parakompakten Hausdorff-Raum besitzt jede offene Uberdeckung von X
eine subordinierte Teilung der Eins.

Beweis. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum und (U;);e; eine offene Uberde-
ckung von X. Durch zweifache Anwendung von Lemma erhalten wir lokal endli-
che Uberdeckungen (V;);c; und (W;);e; mit W; C V; C V; C U fiir alle i € 1. Nach Satz
und dem Lemma von Urysohn, genauer Korollar gibt es fiir jedes i € I ein
stetiges f; : X — [0,1], so dass fi(x) = 1fallsx € W; und f(x) = 0fallsx € X\ V;. Da
supp f; C V; fiir alle i € I, ist (supp f;)ic; eine lokal endliche Uberdeckung. Da (W;);c;
eine Uberdeckung von X ist, ist auerdem

f(x)=Y filx) #0 VxeX.

iel

Definieren wir nun (p; : X — [0,1])e; durch p;(x) := /;l((;()) fir jedes x € X, so folgt,

dass (p;)ic; eine der Uberdeckung (U;);c; subordinierte Teilung der Eins ist. O
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Kapitel 5

Transformationsgruppen

In diesem Kapitel werden wir das Zusammenspiel zwischen Gruppen und topologi-
schen Raumen beleuchten. Gruppen sind hierbei das geeignete Mittel, um Symmetri-
en auf topologischen Rdumen auszudriicken und ihre Eigenschaften zu formulieren.
Zunichst miissen wir die Welt der Gruppen mit der Welt der Topologie verbinden,
was wir in Abschnitt 5.1 tun werden. Topologische Gruppen sind mit Topologien ver-
sehen Gruppen, deren Gruppenstruktur mit der Topologie , vertraglich” ist, wie wir im
ndchsten Abschnitt prazisieren werden.

Mit diesem Begriff lassen sich viele intuitive Vorstellungen von Symmetrien auf allge-
meinen topologischen Riumen sehr elegant formalisieren, was zu einem sehr reichhal-
tigen Teilgebiet der Topologie, der sogenannten dquivarianten Topologie, fiihrt, in welche
wir in diesem Kapitel einen ersten Einblick geben wollen.

Topologische Gruppen werden wir in dem Sinne als Transformationsgruppen betrach-
ten, dass ihre Gruppenstruktur benutzt werden kann, um topologische Réume symme-
trieerhaltend zu transformieren, wie wir im Folgenden im Detail sehen werden.

In diesem Kapitel werden wir folgende Grundbegriffe der Gruppentheorie benutzen: Normaltei-
ler (normale Untergruppen), direktes Produkt von Gruppen, Linksnebenklassen.)

5.1 Topologische Gruppen

Wir wollen uns im Folgenden topologische Rdume ansehen, die eine Gruppenstruktur
besitzen, welche mit der Topologie vertraglich ist. Dies prézisieren wir in der folgenden
Definition.

Definition 5.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die mit einer Topologie ver-
sehen ist, so dass die Abbildungen

m:GxG—G, (gh)—g-h,
i:G—G, g gl

stetig sind.
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Beispiel 5.2. (1) Jede Gruppe G ist mit der diskreten Topologie eine topologische Grup-
pe. G wird dann auch diskrete Gruppe genannt.

(2) (R",+) ist mit der euklidischen Topologie eine topologische Gruppe, wir wissen
aus der Analysis, dass die Abbildungen m : R” x R" — R", m(v,w) = v + w, und
i:R" — R" i(v) = —v, stetig sind.

(3) R* := R~ {0} und C* := C \ {0} sind mit der jeweiligen Multiplikation topologi-
sche Gruppen.

(4) Ist G topologische Gruppe und H eine Untergruppe von G, so ist H mit der Unter-
raumtopologie eine topologische Gruppe.

(5) Sind G; und G; topologische Gruppen, so ist das direkte Produkt G; x G, eine
topologische Gruppe mit der Produkttopologie.

(6) Firn € N, K = R oder K = C betrachte die aus der linearen Algebra bekannte
Gruppe
GL(n,K) = {A € K"™" | Aistinvertierbar}.

Betrachten wir GL(n,K) als Unterraum von K"*" mit der euklidischen Topologie,
so ist GL(n,K) mit der Matrixmultiplikation eine topologische Gruppe: Dies sieht
man daran, dass fiir A,B € GL(n,K) die Eintrdge von AB Polynome in den Ein-
trdgen von A und B sind und dass die Eintrdge von A~! rationale Funktionen in
den Eintragen von A sind, welche offensichtlich stetig sind.

(7) Wegen (4) und (6) sind auch die Matrixgruppen SL(n,K), O(n), SO(n), U(n), SU(n),
und alle weiteren Untergruppen von GL(n, K) topologische Gruppen.

Fiir einen topologischen Raum X sei
Aut(X) := Homoo(X) := {f : X — X | f ist Homdomorphismus}.
Betrachten wir die Verkniipfung von Abbildungen als Operation
o: Aut(X) x Aut(X) — Aut(X),

so ist Aut(X) mit der Verkniipfung von Abbildungen ist eine Gruppe mit neutralem
Element idy, wobei das Inverse von f € Aut(X) durch die Umkehrabbildung f~! ge-
geben ist.

Satz 5.3. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Ist Aut(X) mit der KO-Topologie versehen,
so ist Aut(X) eine topologische Gruppe.

Beweis. Die Stetigkeit von m : Aut(X) x Aut(X) — Aut(X), m(f,g) = f og, erhalten
wir als Spezialfall von Korollar da X nach Korollar lokal kompakt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die Inversion i stetig ist, wobei es wie oben reicht zu zeigen,
dass i~ '(M'(K, U)) fiir jedes kompakte K C X und jedes offene U C X offen in Aut(X)
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ist, wobei M'(K,U) := M(K,U) N Aut(X). Fiir jedes f € Aut(X) gilt wegen seiner
Bijektivitat:

fei'(M(KU)) & fFHUK)cU & fYX~K)DX U < f(X~U)C XK.

Da X kompakt ist, ist X \ U kompakt. Da X Hausdorff-Raum ist, ist X \ K offen. Al-
so haben wir gezeigt, dass i 1(M'(K,U)) = M'(X \ U, X \ K) offen ist, woraus die
Stetigkeit von i folgt. O

Satz 5.4. Sei G eine topologische Gruppe und sei § € G. Dann sind die Abbildungen
le:G—=G, [lg(h)=gh, 1,:G—=G, rye(h)=hg,
Homdoomorphismen und es gilt:
baigy = lg1 0 lgs,  Toi0o = 752073 V81,82 € G.

Beweis. Die Stetigkeit der Abbildungen folgt unmittelbar daraus, dass £, = m|(}x¢
und 7y = |G, g}, wobei m wieder die Gruppenoperation bezeichne. Weiter gilt fiir
alle g1, 42, h € G, dass

lgg, () = (8182)h = 81(82h) = Lg, (g21) = (Lg, 0 Lg,)(h),
T2 () = h(g182) = (hg1)82) = 1, (hg1) = (rg, 0 1g,) (h).
Nach diesen Gleichungen gilt insbesondere fiir jedes ¢ € G, dass

ﬁg_loﬁnggoﬁg_l :Eg:idc, Te-10Fg =TgO¥o1 :Te:idc,

8 8
wobei e das neutrale Element bezeichne. Damit folgt, dass E;l = lg1und ry = o1,
womit folgt, dass £, und r¢ Homdomorphismen sind. O

Bemerkung 5.5. Etwas vornehmer kann man die Bedingung /¢, = ¢, o £, auch wie
folgt ausdriicken: Die Abbildung

L:G— Aut(G), L(g) =4,
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Die Tatsache, dass die Abbildungen /, und r; in Satz Homoomorphismen sind,
lassen sich so interpretieren, dass G als topologischer Raum intuitiv an allen Punk-
ten , gleich aussieht”, also symmetrisch ist. In den ndchsten Satzen werden wir weiter
auf diese Beobachtung eingehen indem wir zeigen, dass sich eine topologische Gruppe
vollstandig durch ihre Struktur in der Nédhe eines festen Punktes verstehen ldsst.

Im Folgenden verwenden wir folgende Schreibweisen, die bereits bekannt sein sollten:
tir eine Gruppe G, g € Gund A, B C G schreiben wir

gA:={gaeGlac A}, AB={abe G|ac A, be B}.
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Satz 5.6. Sei G eine topogische Gruppe mit der Topologie T und neutralem Element e. Dann
gilt:

T ={o}u{gU C G| g € G, Uist offene Umgebung von e}.
Beweis. Sei die rechte Seite der zu zeigenden Gleichung mit A/ bezeichnet. Ist gU € N/,
soist gU = £,(U) = fg_,ll (U) € T, da U offen und £ 1 stetig ist, also ist N' C 7. Ist
andererseits V € 7 mit V # o, so gilt fiir jedes g € V, dass £,1(V) = 0;1(V) offen

8
und wegen £,-1(g) = e eine Umgebung von e ist. Also ist V = gU mit U := £, (V), so

8
dass V € AN/ und damit 7 C V.

Satz 5.7. Sei G eine topologische Gruppe und e € G ihr neutrales Element. Dann ist G genau
dann ein Hausdorff-Raum, wenn {e} abgeschlossen in G ist.

Beweis. ,,=": Klar.
,<": Betrachte die Abbildung ¢ : G x G — G, ¢(g,h) = gh~! = m(g,i(h)). Als Verk-
niipfung stetiger Abbildungen ist ¢ stetig. Also ist die folgende Menge abgeschlossen:

9 '({e}) ={(3,8) €GxG|ge G} =Ac.
Nach Satz[3.33]ist G daher ein Hausdorff-Raum. O

Definition 5.8. Eine Untergruppe H einer topologischen Gruppe G heifdt abgeschlossen
(offen, zusammenhiingend, kompakt, ...), wenn sie eine abgeschlossene (offene, zusammen-
hingende, kompakte, ...) Teilmenge von G ist.

Satz 5.9. Sei G eine topologische Gruppe, e € G ihr neutrales Element und sei C C G die
Zusammenhangskomponente, die e enthilt. Dann gilt:

a) C ist ein abgeschlossener Normalteiler von G.
b) Fiir jedes g € G ist gC die Zusammenhangskomponente, die g enthiilt.

Beweis. a) Nach Satz d) ist C als Komponente abgeschlossen.

Nach Satz3.6ist i(C) zusammenhéngend. Da i(e) = ¢, iste € i(C), alsoist i(C) C C
nach Satz iﬂc). Folglich gilt fiir jedes ¢ € C, dass ¢! € C. Véllig analog folgt
m(C x C) C C,also gilt fiiralle g, € C, dass gh € C. Also ist C eine abgeschlossene
Untergruppe von G.

Firg € Gsei g : G — G, 1g(h) = ghg™ = ({y org1)(h). Ty ist stetig, also ist
7,(C) wieder nach Satz [3.6| zusammenhéngend, und wegen 7(e) = e folgt, dass
7,(C) C C, also gCg~! C C. Da g beliebig, folgt, dass C ein Normalteiler ist.

b) Sei ¢ € G fest gewidhlt und Z die Zusammenhangskomponente von g. Da /, stetig
ist mit /¢ (e) = g, ist gC = {5(C) eine zusammenhangende Umgebung von g, also
gC C Z nach Satz C). Analog ist £,-1(Z) eine zusammenhingende Umgebung
von e, also é;l (2) = L4 (Z) C C. Durch Kombination der beiden Inklusionen folgt
Z =14(C) = gC.

O
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Satz 5.10. Fiir jedes n € N hat GL(n,R) genau zwei Zusammenhangskomponenten:
GLy(n,R) ={AeR"" | detA >0}, GL_(n,R)={AecR"™" | detA <O0}.
Beweis. Wir kénnen GL(n,R) schreiben als
GL(n,R) = {A € R™" | det(A) # 0} = det ' ((—00,0)) Udet *((0, +00))
= GL4+(n,R)UGL_(n,R),

welches wegen der Stetigkeit der Determinante eine Zerlegung in disjunkte nichtlee-
re offene Teilmengen ist. Wir werden nun durch vollstindige Induktion zeigen, dass
GL, (n,R) zusammenhingend ist, fiir GL_ (1, R) zeigt man es analog.

Fir n = 1 ist dies klar, da GL, (n,R) = (0, +c0). Nehme nun an, dass GL, (n — 1,R)
fir ein n > 2 zusammenhédngend ist. Sei p : R"*" — IR" die Projektion auf die erste
Spalte. Man sieht leicht, dass p stetig und offen ist und sich auf eine Abbildung

P+ GL+(7’1, R) — R" {0}

einschranken ldsst, die surjektiv, stetig und offen und damit nach Satz eine Iden-
tifizierung ist. Nach Aufgabe 2 von Blatt 4 ist R” \. {0} zusammenhingend. Sei ¢; =
(1,0,...,0) € R". Dann ist

T
p;l(el):{<(1) Z) }AeGL+(n—1,1R),vew—l}zw—lxcm(n—l,m),

welches nach Induktionsvoraussetzung zusammenhéngend ist. Fiir x € R” \ {0} be-
liebig sei A € p;'({x}). Wie man leicht nachrechnet ist p..(AB) = Ap.(B) fiir alle
B € GL4(n,R) nach Definition der Matrixmultiplikation. Daraus folgert man, dass

Ca(pii(er)) = pi' (%)

und da £, ein Homoomorphismus ist, ist p3!(x) homdomorph zu p;!(e;) und damit
zusammenhingend fiir alle x € R"~!. Aus Aufgabe 1 von Blatt 4 folgt damit, dass
GL, (n,R) zusammenhingend ist. O

5.2 Gruppenwirkungen auf topologischen Riumen

Der Begriff der Gruppenwirkung ist die mathematische Formalisierung der Vorstel-
lung von Symmetrie eines Raumes. Wir betrachten zunéchst ihre Definition und einige
Beispiele, bevor wir allgemeinere Eigenschaften untersuchen.

Definition 5.11. Sei G eine topologische Gruppe, ¢ ihr neutrales Element und sei X ein
topologischer Raum. Eine G-Wirkung (oder G-Operation) auf X ist eine stetige Abbildung

p:GxX—X

mit den folgenden Eigenschaften:
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(i) p(e,x) = xfurallex € X,
(i) p(g, p(h,x)) =p(gh,x) furalleg,h € G, x € X.

(X,p) heiBt dann ein G-Raum. Wenn Kklar ist, welche Gruppenwirkung gemeint ist,
schreibt man auch gx := g-x := p(g, x) firg € Gund x € X.

Beispiel 5.12. (1) Fiirn € N und K = R oder K = C ist
GL(n,K) x K" — K", (A,v)+— Av,

eine GL(n, K)-Wirkung auf K".
(2) Firn € NistO(n) x S"~ ! — §"~1, (A,v) — Av, eine O(n)-Wirkung auf 5" 1.
(3) Firn € Nund K = R oder K = C ist, mit K* = K\ {0},

K*x K" —= K", (A0)— Av.

eine K*-Wirkung auf K".

(4) Ist G eine topologische Gruppe, so ist
0:GxG—G, p(gh)=ghg™h
eine G-Wirkung auf G, die Konjugation.

(5) Ist X ein topologischer Raum und f € Aut(X), so dass f o f = idx (z.B. Spiegelun-
gen), so ist mit Z, = Z/27Z = {e, 1} als diskreter Gruppe durch

eine Z,-Wirkung auf X gegeben.
(6) Ist X ein kompakter Hausdorff-Raum, so ist
ev:Aut(X) x X - X, ev(f,x)=f(x),
eine Aut(X)-Wirkung auf X. (Benutze hierbei Korollar [4.57 und Satz[5.3])

Satz 5.13. Sei G eine topologische Gruppe und (X, p) ein G-Raum. Dann ist fiir jedes g € G
die Abbildung
le: X — X, le(x) = p(g, x),

ein Homdomorphismus. Weiter gilt
gglgz = Egl Oggz Vg1, 82 € G.

Beweis. Dies folgt vollig analog zu Satz O
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In der folgenden Definition biindeln wir die wichtigsten Begriffe, die bei der Betrach-
tung von Gruppenwirkungen auftreten.

Definition 5.14. Sei G eine topologische Gruppe, e € G ihr neutrales Element und X
ein G-Raum.

(1) Fir x € X ist die Bahn oder der Orbit von x gegeben durch Gx := {gx | g € G}.
(2) Die Standgruppe oder Isotropiegruppe von x € X ist Gy := {g € G | gx = x}.

Wie man leicht sieht, ist Gy eine Untergruppe von G.

(3) x € X heifst Fixpunkt der G-Wirkung, wenn G, = G, wenn also gx = x fiir alle
¢ € G gilt. Die Menge aller Fixpunkte der Wirkung wird mit X© bezeichnet.

(4) Die G-Wirkung heifit frei, wenn G, = {e} fiir alle x € X gilt.

(5) Die G-Wirkung heifst transitiv, wenn es fiir alle x,y € X ein ¢ € G gibt, so dass
§X=VY.

(6) Die G-Wirkung heifst trivial, wenn XG = X, wenn also gx =xfirallege G, x € X
erfullt sei.

(7) Wir erhalten eine Aquivalenzrelation auf X durch
x~cgy & dgeGmitgx=y.

Der Quotientenraum X/G := X/ ~¢ mit der Quotiententopologie heifst Bahnen-
raum oder Orbitraum der Wirkung.

Bemerkung 5.15. (1) Nach Definition erhilt man durch Wahl von Reprasentanten eine
Bijektion zwischen X/G und {Gx | x € X}, der Menge der Bahnen der G-Wirkung.

(2) Ist G eine topologische Gruppe, X ein G-Raum, so ist die Einschrankung der G-
Wirkung auf H x X eine H-Wirkung auf G und heifst die eingeschrinkte Wirkung.

Beispiel 5.16. (1) Betrachte den Gruppenhomomorphismus

g a1 app 0
i:0(2) = 0(3), i<“ 12>= ay axp 0],

a1 az 0 0 1

und damit die O(2)-Wirkung auf S?, die gegeben ist durch
0(2) xS =52, (A,v)=i(A),

wir betrachten also alle Verkniipfungen von Rotationen und Spiegelungen in der
ersten beiden Koordinaten. Setze G := O(2). Die Bahnen dieser Wirkung sind ge-
geben durch

G(x,y,z) ={(x,y,7) € $*| 2 =z},
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so dass die Fixpunkte gegeben sind durch (S?)¢ = {(0,0,1), (0,0, —1)}. Insbeson-
dere ist die Wirkung nicht frei. Die Wirkung ist auch nicht transitiv, da es zum
Beispiel kein A € G gibt mit A(0,0,1) = (0,0, —1).
Ist (x,y,2z) € G~ {(0,0,1),(0,0,—1)}, so ist die Standgruppe von (x,y,z) gegeben
durch

G(x,y,z) = {117}/

wobei T € G die Spiegelung von R? entlang der Geraden R(x,y) bezeichne. Insbe-
sondere gibt es fiir jedes (x,y,z) € G~ {(0,0,1),(0,0,—1)} also einen Gruppeniso-

morphismus Gy, ) = Zo.

(2) Sein € N, K = R oder K = C und betrachte die K*-Wirkung auf K" ! aus Beispiel
(3). Ihre Standgruppen sind offenbar gegeben durch

{1} fallsv #0,
K* fallsv = 0.

K} =

(%

Die Wirkung ldsst sich zu einer freien K*-Wirkung auf K"! \ {0} einschrianken.
Nach Konstruktion ist (R"*! ~ {0})/R* ~ RP" und (C"**! \ {0})/C* ~ CP".

Aus Aufgabe 1 von Blatt 3 folgt auflerdem, dass RP" ~ S"/Z, beziiglich der Z,-
Wirkung
ZyxS"—S", (1,x)— —x,

wobei T € Z; das nicht-neutrale Element bezeichne.

Satz 5.17. Sei G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum. Wenn X Hausdorff-Raum ist,
so ist Gy abgeschlossen fiir jedes x € X.

Beweis. Seix € Xund sei ¢ : G — X, ¢(g) = gx. Dann ist ¢ stetig, da ¢ = p o i, wobei
i:G— GxX,i(g) = (g x). Da X Hausdorff-Raum ist, ist {x} abgeschlossen, also ist
Gy = ¢ ({x}) abgeschlossen. O

Satz 5.18. Sei G eine topologische Gruppe, X ein G-Raum. Dann ist die kanonische Projektion
t: X = X/G offen.

Beweis. Sei U C X offen. Nach Definition der Quotiententopologie ist 7(U) C X/G
genau dann offen, wenn 77~ 1(7t(U)) offen in X ist. Nach Definition von 7 ist jedoch
n(x) € m(U) genau dann, wenn es ein g € G gibt mit gx € U, also ist

) = U su= U ),

g€G g€G

welches nach Satz 5.4 eine Vereinigung offener Mengen und damit offen ist. Also ist 7
offen. 0

Definition 5.19. Seien X und Y topologische Raume.
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(1) f : X — Y heiit eigentlich, wenn fiir jedes kompakte K C Y die Menge f~!(K)
kompakt ist.

(2) Sei G eine topologische Gruppe und p : G x X — X eine G-Wirkung auf X. p heift
eigentliche G-Wirkung und X eigentlicher G-Raum, wenn die Abbildung

GxX—=XxX, (gx)— (x,p(gx)),
eigentlich und abgeschlossen ist.

Wir interessieren uns fiir eigentliche G-Wirkungen, weil ihre Bahnen und Standgrup-
pen schone Eigenschaften haben, wie wir gleich sehen werden. Zuvor noch ein Kriteri-
um, das Eigentlichkeit impliziert und leichter zu tiberpriifen ist.

Satz 5.20. Sei G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum. Ist G kompakter Hausdorff-
Raum und X Hausdorff-Raum, so ist die G-Wirkung eigentlich.

Beweis. Da G kompakt ist, ist die Projektion pr : G x X — X eigentlich und nach
Aufgabe 1 von Blatt 6 abgeschlossen. Mit der Stetigkeit der Wirkung folgt, dass die
Abbildung

P:GxX—->GxX, ®(gx)=I(g8%),

ein Homdomorphismus ist (mit ®~!(g, x) = (g, ¢~ 'x)). Folglich ist auch
m:GxX—X, m(gx)=gx

eigentlich und abgeschlossen, da m = pro ®.
Seif:GxX— XxX,0(g x) = (x,¢x) und setze Y := G x X. Nach Konstruktion ist

6 = (prx m)oA,

wobei A : Y — Y x Y, A(y) = (y,y). Man sieht leicht, dass pr x m eigentlich und ab-
geschlossen ist, weil pr und m eigentlich und abgeschlossen sind. Es reicht daher zu
zeigen, dass A eigentlich und abgeschlossen ist. Die Eigentlichkeit ist klar nach Defini-
tion.

A ist eine Einbettung, also ein Homoomorphismus auf ihr Bild, dap : Y xY — Y,
p(y1,y2) = yi, stetig ist mit p o A = idy. Nach Voraussetzung ist Y ein Hausdorff-
Raum, also ist Ay = A(Y') nach Satz abgeschlossen in Y. Da A eine Einbettung ist,
ist fiir jedes abgeschlossene A C Y die Menge A(A) abgeschlossen in A(Y) und damit
nach Lemma abgeschlossen in Y x Y. Also ist A eine abgeschlossene Abbildung,
was zu zeigen war. O]

Satz 5.21. Ist G eine topologische Gruppe und X ein eigentlicher G-Raum, so ist X/G ein
Hausdorff-Raum.
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Beweis. Seif : G x X — X x X, 0(g,x) = (x,gx). Da die Wirkung eigentlich ist, ist
6(G x X) abgeschlossen. Also ist (X x X) \ (G x X) offen, so dass nach Satz
(7t x ) ((X x X) N 0(G x X)) offen ist. Wie man jedoch leicht nachrechnet (Ubung), ist

(7t % 77)((X x X) ~ (G x X)) = (X/G x X/G) ~ Ax/c

also folgt, dass Ax,; abgeschlossen und damit nach Satz X /G Hausdorff-Raum
ist. ]

Satz 5.22. Sei G eine topologische Gruppe und X ein eigentlicher G-Raum. Dann gilt fiir jedes
X9 € X:

a) Die Abbildung ¢y, : G — X, ¢x,(g) = gxo, ist eigentlich und abgeschlossen.
b) Die Standgruppe Gy, C G ist kompakt.
c) Die Bahn Gxg C X ist abgeschlossen.

Beweis. a) Sei wieder 0 : G x X — X x X, 0(g,x) = (x,gx). 0 lisst sich einschrinken
zu b : G x {xo} — {x0} x X. Man rechnet leicht nach, dass 6’ eigentlich und abge-
schlossen ist, da 6 eigentlich und abgeschlossen ist. Dann ist

Px) = Ppry 00’0,

wobei pr, : {xo} x X — X die Projektion seiund i : G — G x {x0}, i(g) = (g, %o0)-
Wie man leicht sieht, sind pr, und i eigentlich und abgeschlossen, so dass ¢y, als
Verkniipfung wieder eigentlich und abgeschlosen ist.

b) Dies folgt aus a), da G, = @31 ({x}).

c) Dies folgt aus a), da Gx = ¢x(G).
g

Zum Schluss des Abschnitts wollen wir kurz dquivariante Abbildungen behandeln.
Dieser Begriff verallgemeinert die Vorstellung, dass eine Abbildung symmetrieerhal-
tend ist bzw. die Symmetrie eines Raumes in eine andere Symmetrie tiberfiihrt.

Definition 5.23. Sei G eine topologische Gruppe und seien X und Y zwei G-Rdaume.
Eine Abbildung f : X — Y heifst G-iiquivariant (oder G-Abbildung), wenn

f(gx) =gf(x) VgeG, xeX.

Die Menge der stetigen dquivarianten Abbildungen X — Y wird mit C% (X, Y) bezeich-
net.

Ist Y mit der trivialen G-Wirkung versehen, so nennen wir eine G-dquivariante Abbil-
dung G-invariant, wenn also f(gx) = f(x) furalle g € Gund x € X.
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Satz 5.24. Sei G eine topologische Gruppe, seien X und Y zwei G-Riume und seien mx :
X — X/Gund ty : Y — Y /G die kanonischen Projektionen. Ist ¢ : X — Y stetig und
G-idquivariant, so gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : X/G — Y /G mit my o ¢ =
(P o 7Tx.

X—" oy
ﬂxl iﬂy
x/G-Y~Y/G

Beweis. Dies folgt direkt durch Anwendung von Korollar auf den Fall f = rx und
g =Ty oq. O

Beispiel 5.25. (1) In der Situation von Beispiel [5.16](1) sei p : > — [~1,1], p(x,y,z) =
z. Dann ist p eine stetige surjektive G-dquivariante Abbildung, wenn wir [—1, 1] mit
der trivialen G-Wirkung betrachten. Nach Satz induziert p eine stetige Abbil-
dung

p:5%/0(2) — [-1,1].

Man rechnet leicht nach, dass f bijektiv ist und da S?/O(2) nach Satz kompakt
ist, ist p nach Korollar ein Homdomorphismus. Also S?/0(2) ~ [-1,1].

(2) Sei f : R" — R™ eine lineare Abbildung, m,n € IN. Dann ist f stetig und eine R*-
dquivariante Abbildung beziiglich der Multiplikation mit Skalaren. Da f linear ist,
lasst sie sich zu einer stetigen R*-dquivarianten Abbildung R” \ {0} — R™ \ {0}
einschrianken. Wenden wir Satz an, so induziert f nach Beispiel [5.16}(2) eine
stetige Abbildung

f:RP"! - RP™L

5.3 Homogene Riume

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Spezialfall von Gruppenwirkungen, den Fall
sogenannter homogener Rdume. Diese spielen in der Differentialgeometrie in der Theo-
rie der Lie-Gruppen eine wichtige Rolle und lassen sich grob als ,hochsymmetrische
Rdume” interpretieren.

Definition 5.26. Sei G eine topologische Gruppe, H eine Untergruppe und betrachte
die folgende Aquivalenzrelation:

1 ~H 2 = 919, € H.

Versehen wir G/ H := G/~py mit der Quotiententopologie, so heifst G/ H ein homogener
Raum. Durch Wahl von Représentanten erhalten wir eine Bijektion zwischen G/H und
der Menge der Linksnebenklassen {gH | ¢ € G} von H. Schreibe daher im Folgenden
die Elemente von G/H auch als gH, g € G.
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Bezeichnet
p:HxG—G, p(hg) =gh},

die Einschrankung der Multiplikation auf H x G, so ist p eine H-Wirkung auf G und ihr
Bahnenraum G/ H stimmt als topologischer Raum mit G/ ~ aus der vorigen Definition
tiberein. Homogene Rdume sind also Spezialfille der Konstruktionen aus dem vorigen
Abschnitt.

Bemerkung 5.27. Man beachte, dass G/H hier und im Rest des Abschnitts nicht den
durch Kollabieren von H gebildeten Quotientenraum aus Abschnitt 2.4 bezeichnet.

Satz 5.28. Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Dann ist
p:GxG/H—G/H,  p(g1,8:H) = (8182)H,

eine transitive G-Wirkung auf G/ H.

Beweis. Seim : G x G — G die Multiplikation, 7t : G — G/ H die kanonische Projektion

und betrachte folgendes kommutative Diagramm:

GxG 25 G

idenl J{rc

GxG/H —— G/H.

Nach Satz ist 7t offen. Daraus folgt leicht, dass auch idg x 7 offen ist. Damit ist
idg x 7t surjektiv, stetig und offen, also nach Satz eine Identifizierung. Wenden wir
nun Korollar auf die stetige Abbildung ¢ = 7t o m an, so folgt die Stetigkeit von p.
Die Eigenschaft (i) und (ii) einer Gruppenwirkung folgen fiir p aus den Gruppengeset-
zen. Die Transitivitdt von p ist offensichtlich. O

Satz 5.29. Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Dann gilt:

a) G/ H ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn H abgeschlossen ist.

b) G/H ist genau dann diskret, wenn H offen ist.

Beweis. Sei im Folgenden stets w : G — G/H die kanonische Projektion und e das
neutrale Element von G.

a) ,=":Ist G/ H ein Hausdorff-Raum, so gibt es insbesondere fiir alle g € G \\ H offene
Umgebungen U von ¢H und V von eH in H mit U NV = &. Dannist 77~ (U) offene
Umgebung von ¢ in G mit 771(U) C G\ H, da n(H) = eH. Also ist G \. H offen
und damit H abgeschlossen in G.

,&="Sei@:GxG— G, p(g,h)=gh ! Dannist
¢ (H) ={(81,8) | 8185 " € HY = {(81,82) | §1 ~u &2} = (m x 1) (Ag/n)-

Da H abgeschlossen und ¢ stetig ist, ist damit (7t x 77)~1(Ag,y) abgeschlossen in
G/H x G/H. Analog zum Beweis von Satz folgt damit, dass Ag,p abgeschlos-
sen ist, so dass G/ H nach Satz[3.33|ein Hausdorff-Raum ist.
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b) G/H ist genau dann diskret, wenn {gH} = {m(g)} fiir jedes ¢ € G offen in G
ist. Nach Definition der Quotiententopologie ist {71(g)} genau dann offen, wenn
n1({n(g)}) = gH C G offen in G ist. Da gH = {,(H) und da {; nach Satz[5.4|ein
Homoomorphismus ist, gilt dies genau dann, wenn H offen ist.

O

Beispiel 5.30. Q ist Untergruppe von (R, +), aber nicht abgeschlossen. Also ist der
homogene Raum R /Q nach Satz kein Hausdorff-Raum.

Satz 5.31. Sei G eine topologische Gruppe. Ist N ein abgeschlossener Normalteiler von G, so
ist G/ N eine topologische Gruppe.

Beweis. Aus der Algebra I wissen wir, dass G/ N eine Gruppe ist, wobei die Multipli-
kation der Linksnebenklassen gegeben ist durch (¢N) - (hN) = (gh)N furalle g, h € G.
Die Stetigkeit der Multiplikation folgt vollig analog zum Beweis von Satz

Seieni : G — Gundi: G/N — G/N die beiden Inversionen. Aus Algebra I wissen
wirt, dass i(¢N) = g !N fiiralle g € G.Ist 7 : G — G/N die kanonische Projektion, so
kommutiert das folgende Diagramm:

G — 5 G

|7 7
G/H —— G/H

Da i nach Voraussetzung stetig ist, folgt die Stetigkeit von i durch Anwenden von Ko-

rollar2.29|auf g = moi. O

Beispiel 5.32. Fiir n € IN betrachten wir die Gruppe (R",+). Dann ist Z" eine abge-
schlossene Untergruppe von R" und da R" abelsch ist, ist Z" Normalteiler. Also ist
R"/Z" nach Satz eine topologische Gruppe. Diese konnen wir nun mit einer an-
deren Gruppe identifizieren.

Fiir jedes nn € IN betrachten wir den n-Torus T" := (S!)" = S! x S x ... S!. Da S! multi-
plikative Untergruppe von C ist, besitzt T" eine Gruppenstruktur als direktes Produkt.
Betrachte nun

FiR" =T, f(ty,... t,) = (71, ..., &),

Wir wissen, dass
f(tl —|—k1,...,tn—|—kn) :f(tl,...,tn) V(tl,...,tn) cR", (k],...,kn) cZ",

dass also f eine Z"-invariante Abbildung ist. Da f surjektiv und stetig ist und man
leicht nachrechnet, dass f offen ist, ist f eine Identifizierung und mir obiger Glei-
chung rechnet man nach, dass f(x) = f(y) genau dann, wenn x ~z: y in der Nota-
tion von Definition [5.26] Folglich induziert f nach Satz einen Homomorphismus
f:R"/Z" — T". Man rechnet nach, dass f auferdem ein Gruppemsomorphlsmus ist.
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Satz 5.33. Sei G eine topologische Gruppe, X ein G-Raum und xo € X.

a) Die Abbildung ¢o : G — Gxo, ¢(g) = gxo eine stetige bijektive Abbildung

430 : G/Gxo — Gxg.

b) Ist X ein eigentlicher G-Raum, so ist ¢ ein Homdomorphismus.

Beweis. a) Da ¢ offensichtlich stetig ist und da nach Definition der Standgruppe ¢(gh) =
¢(g) fur alle h € Gy, ist @ eine Gy,-invariante Abbildung, also induziert ¢y nach
Satz eine stetige Abbildung @ : G/ Gy, — Gxo. Da ¢y nach Definition surjektiv
ist, ist @ surjektiv. Da

Po(g1) = 9o(g2) & g1x0 =X & & QX0 =% & & '@ € Gy & g1 ~G, &2
folgt, dass @o injektiv ist.

b) Nach a) und Satz [2.5|reicht es zu zeigen, dass @ abgeschlossen ist.

Sei A C G/Gy, abgeschlossen. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7~ 1(A) abge-
schlossen in G ist, wobei 7w : G — G/Gy, die kanonische Projektion sei. Nach
Definition ist p9 = ¢ o 7r. Da die G-Wirkung eigentlich ist, ist ¢y nach Satz |5.22
abgeschlossen, also ist (711 (A) abgeschlossen. Folglich ist

(oo m)(mH(A)) = Po(A)

abgeschlossen und damit ¢ abgeschlossen, wobei wir benutzt haben, dass 7t sur-
jektiv ist.
O

Der folgende Satz ist ein Beispiel fiir die reichhaltigen Zusammenhénge zwischen dqui-
varianten Abbildungen und Fixpunkten, zwischen denen es sehr tiefgreifende Bezie-
hungen gibt.

Satz 5.34. Sei G eine kompakte Gruppe, H eine abgeschlossene Untergruppe und sei X ein
G-Raum. Dann ist
CL(G/H,X) ~ X!,

wobei C2(G/H,X) C C°G/H,X) mit der KO-Topologie versehen und XH die Fixpunkt-
menge der eingeschrinkten H-Wirkung sei.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen
a:CL(G/H,X) — X", a(f) = f(eH),
wobei e € G das neutrale Element bezeichne, und

B:xH - Cl(G/H,X), (B(x))(gH)=gx VgeG,xe X"
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Man iiberpriift leicht, dass @ und g wohldefiniert und invers zueinander sind. Um die
Behauptung zu zeigen, reicht es daher zu beweisen, dass beide Abbildungen stetig
sind.

Nach Definition ist a(f) = ev(f,1H) eine Einschrankung von ev : C°(G/H,X) x
G/H — X. Nach Korollar und Satz ist G/H kompakter Hausdorff-Raum,
also lokal kompakt, so dass nach Korollar die Abbildung ev stetig ist, woraus die
Stetigkeit von & folgt. B stimmt mit der adjungierten Abbildung " {iberein, wobei

7v: X" x G/H, v(x,gH) = gx.

Aus der Stetigkeit der G-Wirkung folgert man, dass - stetig ist, also ist nach Satz [4.54]
auch B stetig. O

Wir betrachten zum Schluss ein interessantes Beispiel fiir einen homogenen Raum, wel-
ches die Symmetrieeigenschaften von Sphiren formalisiert.

Satz 5.35. Sein € IN mit n > 2. Wir identifizieren O(n — 1) mit der Untergruppe von O(n),

die durch das Bild des Gruppenhomomorphismus

O(n—1) = 0(n), A <6‘§ (1))

wobei mit O der Nullvektor in R"~! gemeint ist. Dann gilt:
O(n)/0(n—1) ~ s" L.
Beweis. Betrachte die O(n)-Wirkung
O(n) x S" 1 =51, (A,0)— Av.

Da O(n) nach Satz von Heine-Borel kompakt ist, ist die Wirkung nach Satz eigent-
lich. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass es fiir alle v,w € S""! ein A € O(n) gibt
mit Av = w. Also ist die Wirkung transitiv.

Seip = (0,...,0,1) € S"! der Nordpol der Sphére und setze G := O(n). Da die
Wirkung transitiv ist, ist Gp = S"~1. Aus Satz folgt

"1~ G/G,.
G, besteht jedoch aus allen Elementen von O(n), die {0} x R C R" invariant lassen,
also ist
6= {(4 %) [acom-1).
woraus die Behauptung folgt. O
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Kapitel 6

Grundbegriffe der
Homotopietheorie

6.1 Motivation und Vorgehensweise

In grofien Teilen der Topologie beschéftigt man sich damals wie heute auf die eine oder
andere Weise mit der Klassifikation von topologischen Raumen. Man schaut sich ei-
ne gewisse Familie topologischer Riume an und vergleicht jeweils zwei topologische
Raume aus der Familie miteinander, um herauszufinden, ob sie homdomorph sind. Wir
haben bisher nur wenige explizite Resultate gesehen, aus denen unmittelbar folgt, dass
zwei topologische Riume homdomorph sind, da es dafiir wenige allgemeine Vorge-
hensweisen gibt. Stattdessen wollen wir das Klassifikationsproblem einmal andersrum
aufziehen und uns folgende relativ simple Frage stellen.

Frage: Wie zeigt man, dass zwei topologische Riume nicht homdomorph sind?

Ein erster wichtigter Ansatz ist das Ausnutzen von topologischen Eigenschaften, also
Eigenschaften, die unter Homdomorphismen erhalten bleiben. Von solchen Eigenschaf-
ten haben wir einige gesehen, wie etwa Zusammenhang, Trennungseigenschaften und
Kompaktheit. So konnen wir etwa direkt feststellen, dass S” und R” nicht homéomorph
sein konnen, weil S" kompakt ist, R” jedoch nicht. Genauso ist R nicht hom&omorph
zur Geraden mit zwei Urspriingen, da R ein Hausdorff-Raum ist, die Gerade mit zwei
Urspriingen jedoch nicht. Solche Argumente lassen sich auch auf etwas komplexere
Weise nutzen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.1. Fiir jedes n > 2 ist R ist nicht homoomorph zu IR™.

Beweis. Angenommen, es gébe fiir ein n > 2 einen Homdomorphismus @ : R — R".
Sei p := ®(0). Da ® Homdomorphismus ist, ist dann auch die Einschrénkung

@[Rrq0) : RN A{0} = R" \ {p}
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ein Homoomorphismus. Dies ist jedoch bereits ein Widerspruch. Es ist R \ {0} =
(—00,0) U (0, +0c0) eine Zerlegung in zwei disjunkte nichtleere offene Teilmengen, al-
so ist R \ {0} nicht zusammenhingend. Andererseits ist f : R” \ {p} — R" \ {0},
f(x) = x — p, ein Homdomorphismus, es folgt jedoch aus Aufgabe 2 von Blatt 4, dass
R" \ {0} zusammenhiéngend ist. Also steht die Existenz von ® im Widerspruch zu
Korollar a), so dass es keinen solchen Homdomorphismus geben kann. O

Spiter ldsst sich allgemeiner zeigen, dass R"” und R genau dann homdomorph sind,
wenn n = m. Fiir den Beweis werden jedoch bereits komplexere Konstruktionen aus
der algebraischen Topologie benotigt, so dass wir ihn an dieser Stelle noch nicht fiithren
konnen.

Der Ansatz tiber topologische Eigenschaften von Riumen und Unterrdumen stof3t lei-
der schnell an seine Grenzen, da es oft darum geht, aus einer Klasse sich grundsitzlich
dhnlicher Rdume diejenigen herauszufinden, die zueinander homdomorph sind, (zum
Beispiel bei der Untersuchung von Mannigfaltigkeiten derselben festen Dimension). In
der algebraischen Topologie geht man deshalb oft nach einer Methode vor um Raume
zu unterscheiden, die wir im Alltag unbewusst standig anwenden, wie das folgende
Anschauungsbeispiel zeigt.

Nehmen wir an, zwei Menschen unterhalten sich iiber eine andere Person, sind sich
aber nicht sicher, ob sie dieselbe Person meinen. Die beiden Gesprachsparner werden
dann anfangen, gewisse Merkmale der Personen beschreiben und miteinander zu ver-
gleichen, Grofie, Alter, Geschlecht, Augenfarbe, Haarfarbe, Stimmhohe, ... Wenn sich ei-
nes dieser Merkmale bei den beiden Personen unterscheidet, so wissen die Gesprachst-
partner sofort, dass es sich nicht um dieselbe Person handeln kann.

Das Prinzip solcher ,Merkmale” wollen wir auf die Topologie tibertragen, indem wir
topologischen Raumen Invarianten zuordnen, wobei es sich um Zahlen, Mengen, Grup-
pen, Ringe oder andere algebraische Objekte handeln kann. Diese Invarianten sollen
unter Homoomorphismen erhalten bleiben, sie sollen also homdomorphen Raumen
dasselbe Objekt zuordnen.

Haben wir nun zwei beliebige topologische Rédume X und Y gegeben und konnen wir
zeigen, dass fiir eine solche Invariante I gilt, dass I(X) # I(Y), so konnen wir im Um-
kehrschluss direkt folgern, dass die beiden Rdume nicht homdomorph sind.

Betrachten wir nun zwei einfache Rdume, die uns in den vorigen Kapiteln bereits be-
gegnet sind: S? und T2, die 2-Sphére und der 2-Torus. Bei beiden handelt es sich um
Flachen (genauer: zweidimensionale Mannigfaltigkeiten). Betrachten wir Zeichnungen
von $2 und T?, so vermuten wir intuitiv sofort, dass diese beiden Riume nicht ho-
moomorph sein konnen, da sie einen , qualitativen” Unterschied haben: der Torus hat
ein ,Loch”, die Sphére nicht.

Interessanterweise konnen wir bei diesen beiden Rdumen, deren unterschiedliche Ge-
stalt uns gleich ins Auge springt, mit unseren bisher betrachteten Methoden noch nicht
zeigen, dass sie nicht homdomorph sind. Beide Rdume sind kompakt, zusammenhan-
gend, metrisierbar durch vollstandige Metriken und parakompakt.
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Tats'eichliclﬂ reichen die in dieser Vorlesung bisher betrachteten Begriffe nicht aus, um
die relativ simple Tatsache zu zeigen, dass die Sphire und der Torus nicht homéomorph
sind.

Unser Wunsch wére es deshalb, eine Invariante zu bekommen, die auf irgendeine Wei-
se die ,,Anzahl der Locher” einer Flache misst und die wir daher nutzen koénnen, um
die 2-Sphére vom 2-Torus zu unterscheiden. Im néchsten Kapitel werden wir sehen,
dass die Fundamentalgruppe von Raumen dieses Problem 1st.

Die Grundidee um derartige Probleme zu untersuchen ist zunéchst einen griberen Ver-
gleichsbegriff fiir topologische Rdume einzufiihren, der sich leichter {iberpriifen ldsst.
Mit , grober” sei hierbei gemeint, dass wir einen Vergleichsbegriff wollen, der nicht
mehr die gesamten Topologien zweier Rdume vergleicht, sondern gewisse qualitative
Strukturen dieser Raume, an denen sich oft schon Unterschiede ablesen lassen. Stim-
men zwei Rdume unter einem solchen groberen Begriff nicht tiberein, so konnen wir
insbesondere folgern, dass die Rdiume nicht homdomorph sind.

Haben wir einen solchen Vergleichsbegriff gefunden, so wollen wir algebraische Invari-
anten einfiihren, die sich , gut verhalten” unter der Anwendung stetiger Abbildungen,
d.h. dass wir moglichst genau nachvollziehen konnen wie eine solche Invariante sich
verdndert, wenn wir einen Raum stetig auf einen anderen Raum abbilden.

In den folgenden Abschnitten wollen wir die skizzierte Vorgehensweise konkreter ma-
chen und formalisieren, indem wir

e den Begriff der Homotopie einfithren, der die Grundlage fiir grof3e Teile der weite-
ren Vorlesungen bilden wird,

e einen groberen Vergleichsbegriff zwischen Rdumen einfithren als homdomorph
zu sein, die sogenannte Homotopieiquivalenz von Rdumen,

e einen allgemeinen Rahmen fiir die Definition von Invarianten topologischer Rau-
me einfithren, wozu wir die Sprache der Kategorien und Funktoren einfithren wer-
den.

6.2 Homotopie

Der Begriff der Homotopie ist der vielleicht wichtigste Begriff der gesamten algebrai-
schen Topologie. Er formalisiert die Vorstellung, dass sich Abbildungen stetige Defor-
mation ineinander {iberfiihren lassen.

Definition 6.2. Seien X und Y topologische Rdume und seien f,g : X — Y stetige
Abbildungen.

ch habe hierfiir auch eine spontane Befragung einiger mir bekannter Topologen durchgefiihrt und
bedanke mich neben den Leipziger Geometern bei Viktoriya Ozornova, Lennart Meier, Juan Ojeda und
Andreas Thom.
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(1) Eine Homotopie von f nach g ist eine stetige Abbildung
H:Xx[0,1 =Y,

so dass
H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x) Vx € X.

(2) f und g heifen homotop, wenn eine Homotopie von f nach g existiert. Sind f und g
homotop, so schreiben wir auch f ~ g.

(3) f heifst nullhomotop, wenn f homotop zu einer konstanten Abbildung ist.

Beispiel 6.3. (1) Sei f : S> — S?, f(x,y,z) = (—y,x,z), die Rotation um die z-Achse
um den Winkel 7. Dann ist f homotop zu ids> und eine Homotopie von idg. nach
f ist gegeben durch

H:$*x[0,1] = S* H((x,y,2),t) = (cos(tZ)x — sin(tZ)y,sin(tZ)x + cos(tF )y, z).

(2) Sei X ein beliebiger topologischer Raum und n € IN. Dann sind zwei stetige Ab-
bildungen f, g : X — R" stets homotop. Eine Homotopie von f nach g ist gegeben
durch

H:Xx[0,1] = R", H(x,t)=(1—1t)f(x)+tg(x).

Insbesondere ist jede stetige Abbildung f : X — R" nullhomotop.

Der Begriff der Homotopie definiert eine interessante Relation auf Raumen stetiger Ab-
bildungen, die wir im Folgenden genauer betrachten wollen.

Satz/Definition 6.4. Seien X und Y topologische Riume und f,g,h € C°(X,Y).
a) Ist H: X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach g, so ist
H:Xx[0,1] =Y, H(x,t):=H(x,1-1t),
eine Homotopie von g nach f.

b) Ist Hy : X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach ¢ und Hy : X x [0,1] — Y eine
Homotopie von g nach h, so ist

Hiy(x,2t) falls t € [0, %],

HitHy : X x [0,1] =Y, (Hi#Hy)(x,t) := {Hz(x 2t 1) fallst € (,1].

eine Homotopie von f nach h.
¢) Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation auf C°(X,Y).

Beweis. a) Dies ist klar.
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b) Da Hy(x,1) = g(x) = Ha(x,0), rechnet man leicht nach, dass Hi#H, wieder stetig
ist. Die Behauptung folgt dann direkt aus der Definition.

¢) Aus a) folgt, dass f ~ ¢ genau dann, wenn g ~ f, wahrend nach b) aus f ~ g und
g =~ h folgt, dass f =~ h. Die Relation ~ ist also transitiv und symmetrisch.

DaH:Xx[01 —Y, H(xt)=f(x) Vxe X, te]l01], fir eine Homotopie
von f nach f,ist f ~ f, wobei f € C°(X,Y) beliebig. Also ist ~ auch reflexiv und
damit eine Aquivalenzrelation.

O

Definition 6.5. Seien X und Y topologische Riume. Eine Aquivalenzklasse der Relation
~ auf C°(X, Y) heiflt Homotopicklasse. Die Menge der Homotopieklassen von Abbildun-
gen von X nach Y bezeichnen wir mit

[X,Y]:=CY%X,Y)/~.

Mengen von Homotopieklassen werden in den folgenden Kapiteln von grofier Bedeu-
tung sein, da viele Eigenschaften topologischer Rdume in gewissen Homotopieklassen
kodiert sind. Zunichst zeigen wir, dass sich eine Verkettungsoperation von Homoto-
pieklassen definieren lasst.

Satz 6.6. Seien X, Y und Z topologische Riume. Seien f1,f» € CY(X,Y) und g1,¢2 €
CY%Y,Z). Falls fi ~ found g1 ~ g2, s0ist g1 0 f1 =~ g2 0 fo.

Beweis. Seien zunachst f1, fo € C/(X,Y) mit f{ ~ fpund ¢ € CO(Y,Z). Ist H : X x
[0,1] — Y eine Homotopie von f nach f,,soist go H : X x [0,1] — Z eine Homotopie
von g o f1 nach g o f», also ist dann

gofi=gofo. (6.1)

Seien nun g1,¢> € C°(Y,Z) mit g1 ~ ¢ und sei f € C°(X,Y). Fiir eine Homotopie
h:Yx[0,1] - Zvonginachgyseil/ : X x[0,1] — Z, Hh'(x,t) = h(f(x),t). I ist
stetig, dah’ = ho (f xidp)) Verkniipfung stetiger Abbildungen ist. Es folgt nun leicht,
dass h' eine Homotopie von g o f nach g o f ist, also

giof=gof. (6.2)
Also folgt fiir die Abbildungen aus dem Satz:

g10fi & g10ofo = o fo
]

Korollar 6.7. Seien X, Y und Z topologische Riume. Die Verkniipfung von Abbildungen in-
duziert eine wohldefinierte Abbildung

o [V, Z] x [X, Y] = [X,Z], [flelg]:=[fogl
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Beweis. Es folgt direkt aus Satz dass die Homotopieklasse [f o g] unabhingig von
den Wahlen von f und g in ihren jeweiligen Homotopieklassen sind. O

Wir wollen nun interessante Abbildungen zwischen Mengen von Homotopieklassen
definieren. Mit obigen Ergebnissen werden wir sehen, dass diese auf gewisse Weise
,kompatibel” mit Verkettungen sind, was wir spdter als Spezialfall eines Begriffs aus
der Kategorientheorie betrachten werden.

Definition 6.8. Seien X, Y und Z topologische Rdume.

(1) Fur f: Y — Zstetigsei f : [X,Y] = [X,Z], [¢g] — [f o gl

(2) Fur f : Z — X stetigsei f*: [X,Y] = [Z,Y], [g] — [g© f]-

Satz 6.9. Seien W, X, Y und Z topologische Riume.

a) Sind f1, fo 1 Y — Z stetig mit f >~ fp, s0ist (f1)« = (f2)« : [X, Y] = [X, Z].

b) Sind fi, fo : Z — X stetig mit f1 ~ fr,s0ist (f1)* = (f2)* : [X, Y] = [Z, X].

c) Sind f:Y — Zundg:Z — Wstetig, soist (g0 f). = gs0 fi : [X, Y] = [X,W].
d) Sind f:Z — Xund g: W — Zstetig,soist (fog)* = ffog*: [X, Y] = [W,Y].
Beweis. a) Dies folgt direkt aus Satz|6.6/und der Definition der Abbildungen.

b) Dies auch.

c) Nach Definition der Abbildungen ist fiir jedes i € C°(X,Y):

(g0 fle([h]) = [(gof)oh] = [go(foh]=gu(lf ohl) = (g« o fi) ([h])-
d) Analog ist fiir jedes h € C%(X,Y):
(fog)*([h]) = [ho(fog)l=I[(hof)ogl =g ([hof]) = (g o f*)([h)

6.3 Homotopiedquivalenz von Riumen

In diesem Abschnitt fithren wir den ,,groben” Vergleichsbegriff zwischen topologischen
Rdumen ein, den wir in Abschnitt 6.1 angekiindigt haben. Der folgende Begriff driickt
grob gesagt aus, dass zwei Rdume , bis auf Homotopien” miteinander iibereinstimmen.

Definition 6.10. Seien X und Y topologische Raume.

(1) Eine stetige Abbildung f : X — Y heifst Homotopieiquivalenz, wenn es ein stetiges
g:Y — X gibt,sodass go f ~ idx und f o ¢ ~ idy. g heifst dann homotopieinvers
zu f.
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(2) X und Y heifien homotopieiquivalent, wenn es eine Homotopiedquivalenz zwischen
ihnen gibt.

(3) X heifst zusammenziehbar, wenn X homotopiedquivalent zu einem einpunktigen Raum
ist.

Bemerkung 6.11. (1) Es kann zu einer gegebenen Homotopiedquivalenz im Allgemei-
nen beliebig viele homotopieinverse Abbildungen geben, sie sind also insbesondere
im Allgemeinen nicht eindeutig.

(2) Sind X, Y und Z topologische Rdume mit X ~ Y und Y ~ Z, so ist X ~ Z. Sind
namlich f; : X — Y und f, : Y — Z Homotopiedquivalenzen mit Homotopieinver-
seng;:Y — Xund g : Z — Y, so folgt mit Satz[6.6}

f2 Ofl o0g1082 = f2 0gr = idZ, g10% Of2 Of1 ~ & Ofl ~ ldX
Alsoist f o f1 : X — Z eine Homotopiedquivalenz.

Beispiel 6.12. (1) Jeder Homdomorphismus ist eine Homotopiedquivalenz. (Dies ist
klar.)

(2) Sein € Nund f : R"\ {0} — S$"7!, f(x) = Tay, Wobei || - || wieder die eukli-
dische Norm bezeichne. Wir wollen zeigen, dass f eine Homotopiedquivalenz ist.
Sei ¢ : S"°1 < R"~ {0} die Inklusion. Nach Definition ist f o ¢ = idg.-1, also
insbesondere f o ¢ ~ idg. 1. Sei nun

H: (R"~{0}) x [0,1] & R"\ {0}, H(x,t) = (1+H(y —1)x.

H ist offensichtlich stetig. Weiterhin ist H(x,0) = x und H(x,1) = E e(f(x))
fiir alle x € R" \ {0}. Also ist H eine Homotopie von idg. {0} nach g o f, so dass

go f >~ idrn q0)- Also ist f eine Homotopiedquivalenz und ¢ homotopieinvers zu

f

Satz 6.13. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenziehbar, wenn idx : X — X
nullhomotop ist.

Beweis. ,,=":Sei {*} ein einpunktiger Raum und f : X — {x} eine Homotopiedquiva-
lenz.Sei g : {*} — X homotopieinvers zu f und sei xo := g(*). Dannist (¢o f)(x) = xo
fur alle x € X, also ist g o f konstant, und nach Voraussetzung ist g o f ~ idx.

,<=":Seien xp € X und sei idx homotop zur konstanten Abbildung f : X — X, f(x) =
xo. Wir kénnen f schreiben als f = iog, wobei g : X — {xp} und i : {xo} — X die
Inklusion sei. Nach Definition ist ¢ o7 = idy, ;. Nach Voraussetzung ist i o ¢ ~ idx.
Also ist g eine Homotopiedquivalenz und damit X zusammenziehbar. O

Beispiel 6.14. Sei K C R” sternformig, d.h. es gibtein xy € K, sodass (1 —t)x+txg € K
fiir alle x € Kund t € [0, 1]. Dann ist K zusammenziehbar. Betrachte ndmlich

H:Kx[0,1] =K, H(x,t)=(1—t)x+tx.
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H ist offensichtlich stetig und es ist H(x,0) = x und H(x,1) = xp fiir alle x € X. Also
ist H eine Homotopie von idg zur konstanten Abbildung K — K, x — xq, und die
Zusammenziehbarkeit folgt aus Satz[6.13]

Satz 6.15. Seien X, Y und Z topologische Riume.
a) Ist f : Y — Z eine Homotopieidquivalenz, so ist f, : [X,Y]| — [X, Z] bijektiv.
b) Ist f : Z — X eine Homotopieiquivalenz, so ist f* : [X,Y] — [Z,Y] bijektiv.

Beweis. a) Sei g : Z — Y homotopieinvers zu f. Dann gilt nach Satz[6.9}a) und c), dass
gsofi =(g0f)s = (idy)« =idxy), froge = (fog)« = (idz)s = id[x 7
Also ist f, bijektiv mit Umkehrabbildung g..
b) Sei g : X — Z homotopieinvers zu f. Dann gilt nach Satz[6.9}b) und d), dass
goft=(fog) =(idx)" =idjxy, fog =(gof) =(@dz)" =idzy

Also ist f* bijektiv mit Umkehrabbildung g*.
O

Als nédchstes kommen wir zu einer speziellen Form der Homotopiedquivalenz. Wir
wollen die Situation genauer untersuchen, in der sich ein Raum in eine Teilmenge hin-
ein deformieren ldsst.

Definition 6.16. Sei X ein topologischer Raum, A C X undi: A — X die Inklusion.

(1) Eine stetige Abbildung r : X — A hei8t Retraktion, wenn r(a) = a fir allea € A
gilt. A heifst Retrakt von X, wenn eine Retraktion X — A existiert.

(2) Eine Retraktion r : X — A heifst Deformationsretraktion, wenn i o r =~ idx. A heifst
dann Deformationsretrakt von X.

Bemerkung 6.17. Jede Deformationsretraktion r : X — A ist eine Homotopiedquiva-
lenz, da r o i = id 4 nach Definition einer Retraktion stets erfiillt ist.

Beispiel 6.18. (1) In Beispiel (2) haben wir gezeigt, dass S"~! ein Deformationsre-
trakt von R” \ {0} ist.

(2) Betrachte das Mobiusband als M = [—1,1]/ ~, wobei ~ erzeugt wird durch (1,¢) ~
(—1,—t) firallet € [-1,1] und seiq : [-1,1]> — M die Projektion. Dann induziert
die Abbildung

h:[=L1P x[0,1] = [-1,1]%,  h(s1,s2,t) = (51, (1 — #)s2)

eine Homotopie i : M x [0,1] — M vonidynachr: M — M, r(q(s1,s2)) = q(s1,0).
Damit ist S' x {0} ein Deformationsretrakt von M, also ist insbesondere M ~ S'.
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Satz/Definition 6.19. Seien X und Y topologische Riume und f : X — Y stetig. Betrachte
den Abbildungszylinder von f

Zp = (Xx[0,1)) Uy Y,

die Verklebung mittels ¢ : X x {0} — Y, ¢(x,0) = f(x). Dann ist Y homoomorph zu einem
Deformationsretrakt von Zy.

Beweis. Seiq : (X x [0,1]) UY — Z¢ die Quotientenabbildung und Y := g(Y). Mit der
Definition der Verklebungsabbildung folgt leicht, dass die Inklusion einen Homdomor-
phismus von von Y auf Y induziert. Es reicht daher zu zeigen, dass Y Deformati-
onsretrakt von Z; ist. Fiir (x,5) € X x [0,1] und y € Y schreiben wir im Folgenden
[x,s] :=q(x,s) und [y] := q(y).
Seien ¢y : X x [0,1] — Z¢, ¥1(x,8) = [x,0, und 2 : Y — Zf, 2 = (q0])(y) = [y]- 1
und ¢, sind stetig und nach Definition ist ¢ (f(x)) = ¢1(x,0) fiir alle x € X. Nach der
universellen Eigenschaft der Verklebung aus Korollar induzieren 11 und ¢, daher
ein stetiges

T’D 1 Z f — Z fr
so dass P([y])] = [y] furalley € Y und ¢([x,s]) = [x,0] = [f(x)] fir alle (x,5) €
Xx[0,1.1Ist ¢ : Zy — Y nun die eindeutige stetige Abbildung mit ¢ = i o ¢, wobei
i:Y—Z # die Inklusion sei, so folgt, dass ¢ eine Retraktion von Zy auf Y ist. Definieren
wir

by (X x[0,1])UY) x [0,1] = Z¢, hi(x,s,t) =[x, (1 —t)s)], hi(y,t) = [y],

soist hi(x,0,t) = hi(f(x),t) fir alle x € X und t € [0, 1], also induziert i eine Abbil-
dung
H; : Zf X [0,1] — Zf

Aus der Stetigkeit von h; folgt die Stetigkeit von H; (genauer argumentiere man hier
mit Produkt- und Quotiententopologien), und nach Definition der Abbildungen ist H;
eine Homotopie von idz, nach ¢ = io ¢. Also ist ¢ eine Deformationsretraktion und

damit Y ein Deformationsretrakt von Z f- O

Anschaulich ist der Abbildungszylinder Z im vorigen Satz wie folgt definiert: Wir bil-
den zunichst die topologische Summe aus dem ,Zylinder” X x [0,1] und Y, legen also
beide Rdume nebeneinander. Da X homémorph zum Unterraum X x {0} von X x [0, 1],
also dem , Boden” des Zylinders ist, erhalten wir aus f : X — Y eine stetige Abbildung
¢p: X x{0} =Y, ¢(x,0) = f(x), so dass wir nun die Verklebung von X x [0,1] und Y
mittels ¢ bilden konnen wie in Abschnitt 2.6 beschrieben. Wir verkleben also die beiden
Raume so miteinander, dassvon den Inklusionen in die topologische Summe induzier-
ten Abbildungen X x (0,1] — Zf und Y — Z; homdomorph auf ihr Bild abbilden,
dass jedoch der Boden des Zylinders entsprechend der Abbildung f verformt und an-
geklenbt wird.
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Ist die Abbildung f nicht nur stetig, sondern eine Homotopiedquivalenz, so erhalten
wir zusatzlich folgende etwas tiberraschende Eigenschaft:

Satz 6.20. Seien X und Y topologische Riume, f : X — Y stetig und Zy der Abbildungszylin-
der von f. Ist f eine Homotopiedquivalenz, so ist X homdomorph zu einem Deformationsretrakt
von Zy.

Beweis. Wir tibernehmen die Notation aus dem Beweis von Satz und setzen X :=
g(X x {1}). Betrachte die Inklusion i : X — (X x [0,1]) U Y, i(x) = (x,1). Mit der
Definition der Verklebung folgt leicht, dass g o i einen Homdomorphismus von X auf
X induziert. Es reicht daher zu zeigen, dass X ein Deformationsretrakt von Z £ ist.
Seien zunéchst H; und ¢ gegeben wie im Beweis von Satz [6.19), H; ist also eine Ho-
mopie von idz, nach ¢ : Zy — Zy. i deformiert ganz Zy auf Y und unser néchstes

Ziel ist es mit Hilfe von Homotopien ganz Y in q(f(g(Y)) = g(g(Y) x {0}) hinein zu
deformieren. Sei dazu g : Y — X homotopieinvers zu f und seien F : Y x [0,1] — Y
eine Homotopie von f o g nach idy und G : X x [0,1] — X eine Homotopie von g o f
nach idx. Betrachte die Abbildung

Hz : Zf X [0,1] — Zf/

Hy([x,s),1) = [F(F(x),1— )] ¥(x,5) € X x [0,1], Hy(ly},) = [F(y,1—1)] Wy € Y.

Man rechnet leicht nach, dass H, wohldefiniert und stetig ist. Dann ist H, eine Homo-
topie von ¢ nach ¢ : Zy — Z¢, welche gegeben ist durch

¢([x,s]) = [f((f(x))] = [g(f(x)),0] V(x,5) € X x[0,1],
o(lyl) = [f(gW)] = [8(¥),0] vy Y.

Insbesondere ist also ¢(Zs) C q(g(Y) x {0}). Sei nun Hj : Z¢ x [0,1] — Z; gegeben
durch

Hs([x,s],t) = [G(x, 1), t] V(x,5) € X x[0,1],  Hs([yl, ) = (g(y),t) Vy Y.

Man rechnet wieder nach, dass H3 wohldefiniert und stetig ist. Weiter ist H3 eine Ho-
motopie von ¢ nach r : Zy — Z¢, wobei

r([x,s]) = [x,1] V(x,s) € Xx[0,1], r([y]) = [g(v) 1].
Man tiberzeugt sich wieder, dass r stetig ist und sich zu einer Retraktion r : Z; — X
einschinkt. Nach Satz ist dann (Hy#H,)#Hj3 eine Homotopie von idzf nach r, also
ist X Deformationsretrakt von Z f- O

Korollar 6.21. Zwei topologische Riume sind genau dann homotopiedquivalent, wenn sie ho-
moomorph zu Deformationstrakten eines dritten Raumes sind.

Beweis. ,,=": Dies folgt aus Satz und Satz

,<=":5ind X, Y und Z topologische Rdume sind X und Y homdomorph zu Deforma-
tionsretrakten von Z, so gilt insbesondere X ~ Z und Y ~ Z, also auch X ~ Z, siehe
Bemerkung [6.11}(2). O
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6.4 Kategorien und Funktoren

In diesem Abschnitt betrachten wir die Grundbegriffe der Kategorientheorie, ohne je-
doch tiefer in die Kategorientheorie einzusteigen. Stattdessen betrachten wir Beispiele
tir Kategorien und Funktoren, von denen einige im spéteren Verlauf noch benotigt
werden.

Die Grundidee hinter Kategorien ist, einen moglichst allgemeinen einheitlichen Rah-
men fiir den Ausdruck mathematischer Strukturen zu finden. Kategorien bestehen ei-
nerseits aus Objekten, welche fiir sich genommen zunéchst keine Bedeutung haben und
andererseits aus Morphismen zwischen Objekten, welche die mathematische Struktur
wiedergeben, indem sie Beziehungen der Objekte untereinander ausdriicken. Fiir diese
Morphismen existieren Verkniipfungsabbildungen, die die Verkettung von Abbildun-
gen verallgemeinern.

Definition 6.22. Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten:
e cine Klasse Ob C, deren Elemente Objekte von C genannt werdenE]

e fiir je zwei Objekte A und B von C eine Menge Mor¢(A, B), deren Elemente
Morphismen von A nach B genannt werden, wobei wir f € Mor¢(A, B) auch als

f:A— Boder A /B schreiben,
e fiir je drei Objekte A, B und C eine Abbildung
o : Mor¢(B,C) x Mor¢(A, B) — Mor¢(A,C)
namens Komposition oder Verkniipfung mit folgenden Eigenschaften:

— fiir alle Objekte A, B, C und D von C und alle Morphismen f € Mor¢(C, D),
g € Mor¢(B,C) und h € Mor¢ (A, B) gilt

(fog)oh=fol(goh),

— fiir jedes Objekt A gibt es ein 14 € Mor¢ (A, A), genannt Identitit von A, so
dass fiir alle Objekte A und B und alle f € Mor¢ (A, B) gilt, dass

folA:f:1Bof.

Ahnlich wie fiir stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen lassen sich Be-
ziehungen zwischen unterschiedlichen Morphismen einer Kategorie auch durch kom-
mutative Diagramme ausdriicken, wobei jeder Pfeil einem Morphismus entspricht.

2Der Begriff Klasse stammt aus der Mengenlehre und bezeichnet eine Gesamtheit von Objekte, die eine
logische Eigenschaft erfiillen, und verallgemeinert grob gesagt den Begriff der Menge.. Der wesentliche
Grund dafiir, dass wir in Kategorien Klassen von Objekten statt nur Mengen betrachten, ist die Beobach-
tung aus der Mengentheorie, dass , die Menge aller Mengen” nicht existiert, dass also die Gesamtheit aller
Mengen selbst keine Menge bildet. Da die Objekte der Kategorien, die wir hier betrachten, haufig Men-
gen mit zusatzlicher Struktur sein werden, wie etwa Gruppen oder topologische Raume, tritt das gleiche
Paradox dabei wieder auf.
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Beispiel 6.23. (1) Set, die Kategorie der Mengen.

e Ob Set ist die Klasse aller Mengen,
e Morse: (A, B) ist die Menge aller Abbildungen von A nach B,
e o ist die tibliche Verkniipfung, 14 = id4 : A — A fiir jede Menge A.

(2) Grp, die Kategorie der Gruppen.
e Ob Grp ist die Klasse aller Gruppen,

e Morg, (G, H) = Hom(G, H) = {Gruppenhomomorphismen G — H},
e o ist die tibliche Verkniipfung, 1¢ = idg : G — G fiir jede Gruppe G.

Analog definiert man die Kategorien der Ringe, Korper, K-Vektorrdaume, und vieler
weiterer algebraischer Strukturen.

(3) Top, die Kategorie der topologischen Raume.
e Ob Top ist die Klasse aller topologischen Raume,

e Morr,,(X,Y) = CY(X,Y)

e o ist die tibliche Verkniipfung, 1x = idx : X — X fiir jeden topologischen
Raum X.

(4) Top,, die Kategorie der punktierten topologischen Rdume.

e ODb Top, ist die Klasse aller Paare (X, x(), wobei X ein topologischer Raum und
Xg € X,

* Morrop, ((X,%0), (Y,y0)) = {f € CU(X,Y) | f(x0) = yo}-
e o ist die tibliche Verkniipfung, 1x = idx : (X, x0) — (X, x) fiir jeden topolo-
gischen Raum X und jedes xp € X.

(5) HoTop, die Homotopiekategorie.

e Ob HoTop ist die Klasse aller topologischen Raume,

e Morpotop(X,Y) = [X, Y] = CUX,Y)/ ~

e o sind die von der tiblichen Verkniipfung induzierten Abbildungen aus Korol-
lar[6.7) 1x = [idx] € [X, X] fiir jeden topologischen Raum X.

Die Assoziativitdt der Komposition in HoTop folgt aus der Assoziativitdt der Verk-
niipfung von Abbildungen.

(6) Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge (M, <). Definiere eine Kategorie M durch

{fap} fallsa <b,

ObM=M, M ,b) =
* orpm(a,b) {@ falls nicht,
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o flira,b,c € Mmita < bund b < csei fy.0 fop 1= fac und fiir a € M sei
1a - fa,u-

(7) Sei (G, -) eine Gruppe. Definiere eine Kategorie G durch
e ObG = {x}, Morg(*, %) =G,

e goh:=g-h, 1, :=e, das neutrale Element von G.

Die geforderten Eigenschaften der Komposition sind in diesem Fall nichts anders
als die Gruppenaxiome und deshalb erfiillt.

Um uns von einer Kategorie zu einer anderen Kategorie bewegen zu konnen, benttigen
wir den Begriff des Funktors.

Definition 6.24. Seien C und D Kategorien.
(1) Ein kovarianter Funktor F von C nach D besteht aus

e einer Zuordnung F : ObC — Ob D,
e zu je zwei Objekten A und B von C eine Abbildung

Mor¢ (A, B) — Morp(F(A), F(B)),

tur die gilt, dass
(i) F(1a) = 154 ftr jedes Objekt A von C,
(i) fiir alle Objekte A, B und C von C gilt

F(fog)=F(f)oF(g) VfeMore(B,C), g €Morc(A,B).
Ist F ein kovarianter Funktor von C nach D, so schreiben wir auch F : C — D.

(2) Ein kontravarianter Funktor F von C nach D besteht aus

e einer Zuordnung F : ObC — Ob D,
e zu je zwei Objekten A und B von C eine Abbildung

Mor¢ (A, B) — Morp (F(B), F(A)),

tur die gilt, dass
(i) F(14) = 154 fiir jedes Objekt A von C,
(ii) fiir alle Objekte A, Bund C von C gilt

F(fog)=F(g)oF(f) VfeMore(B,C), gec Morc(A,B).
Ist F ein kontravarianter Funktor von C nach D, so schreiben wir F : C°P — D.

Bemerkung 6.25. In manchen Biichern und Arbeiten wird ein kovarianter Funktor
schlicht als Funktor und ein kontravarianter Funktor als Kofunktor bezeichnet.
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Beispiel 6.26. (1) Der Wegkomponentenfunktor ist ein kovarianter Funktor
7T : Top — Set,
der wie folgt gegeben ist:
e Fiir einen topologischen Raum X sei

mo(X) := W(X) = {Wegzusammenhangskomponenten von X}.
e Fiir f € Morrop(X,Y) = C%(X,Y) sei

mo(f) = 7o(X) — mo(Y),
(710(f))(C) = die Wegzusammenhangskomponente von Y, die f(C) enthilt.

mo(f) ist nach Satz wohldefiniert. Man tiberlegt sich leicht, dass 7y die
Eigenschaften eines Funktors erfiillt.

(2) Wir erhalten einen Funktor Ho : Top — HoTop durch

e Ho(X) = X fiir alle topologischen Rdume X,
e fiir alle topologischen Rdume X und Y und alle f € C°(X,Y) sei

Ho(f) = [f] € [X, Y] = Moruorop(X, Y).

(3) Die vergesslichen Funktoren Grp — Set und Top — Set. Diese fassen Gruppen bzw.
topologische Rdume nur als Mengen auf und Gruppenhomomorphismen bzw. ste-
tige Abbildungen einfach nur als Abbildungen zwischen Mengen und , vergessen”
die zusitzliche Struktur der Kategorie.

(4) Sei Z ein topologischer Raum. Dann erhalten wir einen kovarianten Funktor F7 :
Top — Top durch

e F7(X) = C%Z,X) fiir jeden topologischen Raum X, wobei wir C°(Z, X) mit
der KO-Topologie betrachten,

e fiir topologische Rdume X und Y und f : X — Y sei
Fa(f) = fo: C(2,%) - C(2,Y),
wobei f, definiert sei wie in Satz[4.51]a). Nach Satz[4.51]a) ist
Fz(f) € C°(C(Z,X),C%Z,Y)) = Mortep(C°(Z, X),C°(Z,Y)),

alsoist 7 (f) wohldefiniert. Die Funktoreigenschaften folgen aus den entspre-
chenden Eigenschaften der Komposition von Abbildungen.

(5) Sei Z ein topologischer Raum. Dann erhalten wir einen kontravarianten Funktor
FZ : Top°? — Top durch
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e F%(X) = C%X, Z) fiir jeden topologischen Raum X,
e fiir topologische Rdume X und Y und f : X — Y sei
FAf) =f: 0, 2) = C(X,2),
wobei f* definiert sei wie in Satz[4.51]b). Nach Satz[.51]b) ist
FE(f) € CUC(Y, 2),C°(X, Z)) = Morrop (C°(Y, Z),C°(X, Z)),

also ist FZ(f) wohldefiniert. Die Funktoreigenschaften folgen aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der Komposition von Abbildungen.

(6) Sei Z ein topologischer Raum. Analog zu den letzten beiden Beispielen erhalten wir
einen kovarianten Funktor H; : HoTop — Set durch

e Hz(X) = [Z, X] fiir jeden topologischen Raum X,
e fiir alle topologischen Rdume X und Y und f € C%(X,Y) sei

Hz([f]) = fe: [2,X] = [2,Y].

Hz([f]) ist wohldefiniert, da f. nach Satz[6.9]a) nur von der Homotopieklasse
von f abhéangt. Mit Satz[6.9c) folgen die Funktoreigenschaften.

und einen kontravarianten Funktor H? : HoTop°? — Set durch

e Hz(X) = [X, Z] fur jeden topologischen Raum X,
e fiir alle topologischen Rdume X und Y und f € C%(X,Y) sei

HA(U) = f: Y. 2] = X, Z).

HZ([f]) ist wohldefiniert, da f* nach Satz b) nur von der Homotopieklasse
von f abhéngt. Mit Satz[6.9/d) folgen die Funktoreigenschaften.

Die allgemeine Vorgehensweise der algebraischen Topologie ldsst sich nun durch Kate-
gorien und Funktoren formulieren:

Finde Funktoren von ,topologischen Kategorien” wie Top oder HoTop in ,algebraische Kate-
gorien” wie zum Beispiel Grp, die sich moglichst gut berechnen lassen, und benutze sie um

topologische Riaume zu klassifizieren.

Fiir eine tiefgehende Einfiihrung in die Kategorientheorie mit Blick auf konkrete An-
wendungen sei das folgende Buch empfohlen:

Emily Riehl, Category Theory in Context, Dover Publications, 2016,
http://www.math. Jhu.edu/~eriehl/context.pdf,
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sowie das folgende kurze Biichlein, das via VPN-Zugang zur Uni Leipzig kostenlos
heruntergeladen werden kann:

Jiirgen Jost, Kategorientheorie, Springer essentials, 2019,
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-658-28313-1.

Die , klassische” Referenz fiir Kategorientheorie ist das folgende Lehrbuch, das einen
sehr schonen Titel tragt:

Saunders Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Second Edition, Springer,
Graduate Texts in Mathematics, 1998.

6.5 Homotopien von Wegen

Wir fithren zunédchst einen allgemeinen relativen Homotopiebegriff ein, den wir im Fol-
genden vor allem auf Wege und ihre Anfangs- und Endpunkte anwenden wollen. Mit
relativer Homotopie ist gemeint, dass wir zwei Abbildungen zwischen topologischen
Raumen, die auf einem Unterraum miteinander tibersteinstimmen, durch eine Homo-
topie verbinden wollen, die auf diesem Unterraum konstant bleibt.

Definition 6.27. Seien X und Y topologische Rdume, sei A C X und seien f,g €
C%X,Y) mit fla = g|a. f und g heilen homotop relativ zu A, wenn es eine Homoto-
pie H: X x [0,1] — Y von f nach g gibt, fiir die zusétzlich gilt, dass

H(a,t) = f(a) =g(a) Va€e A, t€][0,1].

Sind f und g homotop relativ zu A, so schreiben wir f ~,4 ¢. Analog zu Satz/Definition
zeigt man, dass ~4 eine Aquivalenzrelation auf C°(X, Y) induziert, die wir wieder
mit ~ 4 bezeichnen. Ist B C Y, so bezeichnen wir

[X,A;Y,B] :={f € C%X,Y) | f(A) C B}/ ~4.

Diese Vorstellung wollen wir nun auf Wege in topologischen Raumen anwenden, deren
Endpunkte iibereinstimmen.

Definition 6.28. Sei X ein topologischer Raum.
(1) Sei PX := C%([0,1], X) der Raum der Wege in X. Fiir alle xo, x; € X sei
P(X, x0,x1) := {7y € PX [ 7(0) = x0, 7(1) = x1}
der Raum der Wege in X von xg nach x;.

(2) Furjedes x € X seicy € PX, cx(t) = x, der konstante Weg von x nach x.
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(3) 70,71 € PX mit y0(0) = ¥1(0) und 79(1) = 71(1) heilen weghomotop, wenn sie
homotop relativ zu {0, 1} sind. Schreibe dann auch
Y0 =w Y1 < Y0 Z{o1) 11-

Eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X von 7 nach 71 heist dann Weghomotopie,
wenn H(0,t) = 99(0) und H(1,t) = o(1) fiir alle ¢t € [0, 1] erfiillt ist. Die Wegho-
motopieklasse von v € PX bezeichnen wir mit [y].

(4) Fur xp,x1 € Xund v € P(X, x9,x1) sei ¥ € P(X, x1,x0) gegeben durch
¥(s):=7v(1—s) Vsel0,1].
(5) Fira, p € PX mita(1) = B(0) ist die Konkatenation oder Hintereinanderhingung von
« und B gegeben durch

x(2s) falls s € [0, 1],

axf € PX, (“*ﬁ)(s):{ﬁ(Zs—l) falls s € (3,1].

Die grundlegenden Eigenschaften von Homotopien von Wegen aus den folgenden Séatzen
werden wir im nidchsten Kapitel benutzen, um Fundamentalgruppen zu konstruieren.

Satz 6.29. Sei X ein topologischer Raum, xo, x1 € X und v € P(X, xo, x1). Dann gilt:
) Y * Cxy Dy Y S Cxg * Y-

b) 7y *q > Cxy und g * 7y 2y Cy,.

Beweis. a) Nach Definition ist

7(2s) fallss € [0, 3],

X1 fallss € (%, 1].

(7% €x,) (s) :{

Man sieht damit leicht, dass wir eine Homotopie von <y nach «y * cy, erhalten durch

Y((1+t)s) fallss € [0, 135,

x1 falls s € (137,1].

H:[0,1]x[0,1] — X, H(s,t) = {
AuBlerdem ist H(0,t) = y(0) = xp und H(1,t) = x; fir alle t € [0,1]. Also ist

Y w Y * Cy,. Weiterhin ist
X0 falls s € [0, 3],
Cxo *Y)(S) =
(e x7)(s) {7(25 —1) fallss € (3,1],
woraus man sieht, dass wir eine Homotopie von v nach cy, * y erhalten durch

X0 falls s € [0, 5]

H':0,1] x[0,1] = X, H'(s,t) = {y((1+t)s—f) falls s € (7,1]

7

Da H'(0,t) = xo und H'(1,t) = (1) = x; fur alle t € [0,1], folgt v 2~ cy, * 7.
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b) Nach Definition ist
~ v(2s fallss € [0, 1],
(y+7)(s) = 72 vl
¥(2—-2s) fallss e (5,1].
Daraus erkennt man, dass man eine Homotopie von <y * 4 nach c,, bekommt durch
2(1—t fall :
H:[01]x [0,1] > X, H(st) = 4 V1=1s) 2 SSE[O{Z]’
Y(2(1—-t)(1—5s)) fallsse (3,1].

Insbesondere gilt H(0,t) = xo = H(1,t) fiir alle t € [0,1], also ist 7 * § ¢ Cx,-
Ersetzen wir 7y durch 4, so folgt wegen 4 = y auch der andere Teil der Behauptung.
O

Satz 6.30. Sei X ein topologischer Raum und seien a, B,y € PX, so dass «(1) = B(0) und
B(1) = v(0). Dann gilt:

a) (a*B)*y =y ax(Bxy).
b) Fiir jeden topologischen Raum Y und jedes f € CO(X,Y) ist
folaxp)=(foa)x(fop).
Beweis. a) Nach Definition ist fiir alle s € [0, 1]:

a(4s) fallss € [0, 1],
((axB)x7)(s) = ¢ B(4s—1) fallss € (1, 1],
3.1,

und
(ax(Bxvy))(s) =< B(4s —2) fallss € (%,%
v(4s —3) fallss € (3,1],

Man tiberlege sich damit, dass wir eine Homotopie von (« * ) * v nach a * (8 * y)
erhalten durch

a(25) falls s € [0, H],
H:[0,1] x[0,1] = X, H(s,t) =14 B(4s—1—1t) fallss e (41, 2],
y(E2) falls s € (42,1].

Weiter ist H(0,t) = «(0) und H(1,t) = (1) fur alle t € [0, 1], woraus folgt, dass
(ax B) sy > ax (Biy).

b) Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
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Satz 6.31. Seien w, x1, Bo, p1 € PX mit ap(0) = a1(0), ap(1) = a1(1) = Bo(0) = B1(0)
und Bo(1) = B1(1). Dann gilt: Ist ag >~y a1 und Po =~y B1, S0 ist ag * Bo 2 &1 * P1.

Beweis. Sei F : [0,1] x [0,1] — X eine Weghomotopie von &g nach aq und G : [0,1] x
[0,1] — X eine Weghomotopie von By nach B;. Dann rechnet man leicht nach, dass
durch

F(2s,t) falls s € [0, 3],

H:[0,1] x[0,1] = X, H(s,t) =
[0,1] x [0, 1] (s ) {G(Zs—l,l‘) fallss € (3,1],

eine Homotopie von ag * Bo nach a; * 1 gegeben ist. Da F und G Wegehomotopien
sind, folgt weiterhin, dass

H(O, t) = F<O/ t) = ‘XO<O)/ H(l,t) = G(l,t) = 180(1)z

fiir alle t € [0,1] erfiillt ist, also ist H eine Weghomotopie, woraus die Behauptung
folgt. O

Die Resultate aus den letzten Sdtzen konnen wir nun nutzen, um jedem topologischen
Raum eine Kategorie zuzuordnen, deren Morphismen durch Weghomotopieklassen
definiert sind.

Satz 6.32. a) Sei X ein topologischer Raum und setze
e ObII(X) =X,
° MorH(X)(xo, x1) 1= P(X, x0,x1)/ ~u fiir alle xo, x1 € X,
® O MorH(X)(xl,xz) X MOI‘H(X)(X(), xl) — MOI‘H(X)(X(), XQ),

[ﬁ]w o [‘X]w = [0‘ * ,B]w/

fiir alle xo, x1,x2 € X.
o 1, :=[cx]w € MorH(X)(x,x)ﬁir alle x € X.

Dann wird durch diese Daten eine Kategorie I1(X) definiert.

b) Seien X und Y topologische Riume und sei f € C°(X,Y). Dann erhalten wir einen kovari-
anten Funktor Fy : TI(X) — TI(Y) durch

o F¢(x) = f(x) fiir alle x € ObI1(X),
o fiir xo,x1 € X und 7y € P(X, xo, x1) sei ]:f(['Y]W) = f([Y]w) = [f 2 7]

Beweis. a) Nach Satz a) ist o wohldefiniert, da [« * 8] nur von den Homotopie-
klassen von a und pB abhidngt. Nach Satz gilt fir alle xg,x1,x2,x3 € X, a €
P(XI X0, xl)l IB € P(X/ 'xlle) und Y E P(X, X2, x3)/ dass

([7]w o [Blw) © [a]w = [B * Y]w o [#]w = [&* (B 7)]w = [(a* B) * V]w
= [Y]w o [a* Blw = [Y]w o ([Blw o [a]w)-
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Also ist o assoziativ. Weiterhin folgt mit Satz a), dass
Ly, o [afw = [a % cxJw = [a]w = [exy * &) = [a]w 0 1x,
also erfiillt IT(X) die Eigenschaften einer Kategorie.

b) Da fiir jedes x € X gilt, dass f o cx = cf(y) € PY, folgt fiir alle x € X, dass

Fr(lx) = Fr([ex]w) = [epolw = Lfx)-
Weiter folgt aus Satz|6.30b) fiir alle x¢, x1, x» € X, & € P(X, x0,x1) und B € P(X, x1,x2),
dass

Fr([Blwo [alw) = Fr([ax flw) = [f o (ax B)Jw = [(f oa) * (f o B
= [foBlwolf oafw = Fr([Blo) o Fr([a]w).

Also erfiillt ¢ die Funktoreigenschaften.
O

Bemerkung 6.33. Man beachte, dass die Konstruktion einer Kategorie wie in Satz[6.32]
nicht funktionieren wiirde, wenn wir statt der Weghomotopieklassen die Wegerdume
P(X, xo, x1) selbst als Morphismenmengen wihlen und die Verkniipfung wieder durch
Konkatenation definieren wiirden. Im Allgemeinen stimmen namlich (« * ) * 7 und
a * (B * ) nicht tiberein, also wére in diesem Fall die Assoziativitit der Verkniipfung
verletzt, die in einer Kategorie vorausgesetzt wird.

Definition 6.34. Sei C eine Kategorie.

(1) Seien X und Y Objekte von C. Ein Morphismus f € Mor¢ (X, Y) heif3t Isomorphismus,
wenn es ein § € Mor¢ (Y, X) gibt, so dass go f = 1x und f o g = 1y. Schreibe dann
auch f~1:=g.

(2) C heifdt Gruppoid, wenn jeder Morphismus von C ein Isomorphismus ist.

Beispiel 6.35. In Beispiel (7) haben wir jeder Gruppe G eine Kategorie G zugeord-
net. Jedes solche G ist ein Gruppoid, wie man leicht aus den Gruppengesetzen folgert.

Satz/Definition 6.36. Sei X ein topologischer Raum. Die Kategorie I1(X) ist ein Gruppoid
und heifit das Fundamentalgruppoid von X. Fiir jedes v € PX ist [y]3 = [V]w-

Beweis. Seien xo, x1; € X beliebig und sei y € P(X, xo, x1), so dass [y € Moryyx) (%o, x1)-
Dann ist [7], € Moryy(x)(x1, X0) und nach Satz b) ist

[’?]zv © [’)’]w = [')’ * ’7]w = [Cxo]w = 1y, [’Y]w © [’7]&; = ['7’ * 'Y]w = [cxl]w = 1y

[T O

Also ist [7] ein Isomorphismus in TT(X) mit [y],!

120



Kapitel 7

Die Fundamentalgruppe

Wir nehmen in diesem und den folgenden Kapiteln einen Teil des Fundamentalgrup-
poiden genauer unter die Lupe, die sogenannte Fundamentalgruppe eines Raumes. Da-
bei sehen wir, dass die Konkatenation auf der Menge der Weghomotopieklassen ge-
schlossener Kurven mit festem Anfangs- und Endpunkt eine Gruppenstruktur definiert
und untersuchen diese genauer.

Weiterhin lernen wir einen strengeren Zusammenhangsbegriff fiir topologische Rdume
kennen, ndmlich einfach zusammenhédngende Raume, in welchen zusatzlich zum Weg-
zusammnhang verlangt wird, dass die Fundamentalgruppe des Raums trivial ist.
Nachdem wir uns den Unterschied zwischen Weghomotopien und Homotopien von
Schleifen anschauen, die nicht notwendigerweise den Basispunkt erhalten, werden wir
die Fundamentalgruppen von Sphéren explizit ausrechnen. Schliefilich beenden wir
das Kapitel mit einigen geometrischen Anwendungen und beweisen einige klassische
Satze der Topologie wie etwa den Satz von Borsuk-Ulam.

In diesem Kapitel werden wir folgende Grundbegriffe der Gruppentheorie benutzen: direktes
Produkt von Gruppen, Konjugationsklassen.

7.1 Definition und Eigenschaften der Fundamentalgruppe

Wir setzen unsere Betrachtungen aus Abschnitt 6.5 fort und wollen einen Ausschnitt
des Fundamentalgruppoiden genauer unter die Lupe nehmen.

Definition 7.1. Sei X ein topologischer Raum und x € X.
(1) Eine Schleife in X ist ein Weg v € PX mit ¢(0) = (1).

(2) Sei Q(X, x0) := P(X,x0,x0) = {7y € PX | 7(0) = 9(1) = x0} der Schleifenraum von
Xin XQ.

(3) Setze
7T1(X, XO) = Q(X, XO)/ >~ .
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und setze [a]y, - [Blw = [a* Bl fur alle o, B € Q(X, x0). (711(X, x0), -) heift die
Fundamentalgruppe von X im Basispunkt xo.

Bemerkung 7.2. Wir konnen die unterliegende Menge der Fundamentalgruppe (d.h.
ohne Beachtung der Gruppenstruktur) auf drei andere Arten charakterisieren:

(i) als eine Morphismenmenge des Fundamentalgruppoiden I'T(X):

m1(X, x0) = Moryy(x)(xo, X0),

(i) durch relative Homotopieklassen: 71 (X, x9) = [[0,1],{0,1}; X, {x0}],

(iii) als Menge der Wegkomponenten des Schleifenraums, genauer gibt es eine Bijek-
tion »
771 (X, X()) — 7T0(Q(X, XO)>.

(Dies ist in Aufgabe 4 von Ubungsblatt 10 zu beweisen.)
Satz 7.3. Sei X und Y topologische Riaume und sei xo € X. Dann gilt:

a) (m1(X, xo), ) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1y, = [cx,]w. Fiir jedes « € Q(X, xp)

ist [a],! = [&].

b) Ist f € CO(X,Y),s0ist fi : m1(X,x0) = m (Y, f(x0)), f«([]) = [f o &], ein Gruppen-

homomorphismus.

Beweis. a) Da nach Definition [a]y - [B]lw = [Blw © [#]w, wobei o die Verkniipfung in
I1(X) bezeichne, folgen die Gruppeneigenschaften aus den in Satz a) gezeigten
Kategorieeigenschaften von IT(X). Die Eigenschaft der Inversen folgt dann aus dem
Beweis von Satz/Definition [6.36

b) Nach Definition st f. : Moryy(x)(xo, o) — Morpyy)(f(xo), f(x0)) die Einschréankung
des Funktors ¢ : TI(X) — II(Y) und die Homomorphismuseigenschaft folgt aus
den Funktoreigenschaften von F aus Satz b).

g

Mit Hilfe des letzten Satzes konnen wir die Eigenschaften der Fundamentalgruppen
auch auf andere Weise als Funktor ausdriicken.

Korollar 7.4. Es ist ein kovarianter Funktor 1y : Top, — Grp gegeben durch die Zuordnun-
gen

e Ob Top, — Ob Grp, (X, x9) — 711(X, x0),

e Morop, ((X,x0), (Y, ¥0)) — Morer(m1(X, x0), 11 (Y, y0)), f — 1 (f) := fo
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von 711 folgt aus Satz es bleiben noch die Funktorei-
genschaften zu zeigen. Aus der Definition ist direkt ersichtlich, dass fiir jeden topolo-
gischen Raum X und jedes xo € X gilt, dass

m (idx) = (idx)« = idm(X,xo)'

Sind X, Y und Z topologische Rdaume, f € Co(Y, Z) und g€ C%(X,Y), so gilt nach Satz
[6.9c), dass
mi(fog) = (fog) = fiog =m(f)om(g)

Also ist 711 ein kovarianter Funktor. O

Bemerkung 7.5. In Korollar[7.4|wird sichtbar, dass die Fundamentalgruppe ein Beispiel
eines Funktors von einer ,topologischen Kategorie” in eine ,algebraische Kategorie”
ist, der also, wie wir in Abschnitten 6.1 und 6.4 skizziert haben, topologischen Rdumen
algebraische Invarianten zuordnet.

Satz 7.6. Sei X ein topologischer Raum. Liegen xo, x1 € X in derselben Wegzusammenhangs-
komponente von X und ist y € P(X, xo,x1), so ist die Abbildung

by : (X, x0) = m(X,x1),  [alo = [v]wo [@]oo [v]5" = [(F%a) *1]w,

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Schreibe in diesem Beweis [-] := [-],,. Wir erhalten aus Satz und Satz/De-
finition fur alle o, p € Q(X, xp), dass

6,(a] - 18) = o (1Bl ) o [ =[] o [l o Ly o [a] 0 [1]!
=[loBlol™ ollola]o[v]™" = &y ([a]) - £,([B]),
also ist £, ein Gruppenhomomorphismus. Weiter ist
(40 4,)((a]) = [l [ o [al o (1] o 1117 = 1] o [yl o [a] o [4]

also £y o £y = id (x,x,)- VOllig analog folgt £y o {5 = id, (x ), also ist £, ein Gruppe-
nisomorphismus. O

Aus diesem Satz erhalten wir unmittelbar die wichtige Folgerung, dass die Isomor-
phieklasse der Fundamentalgruppe in wegzusammenhédngenden Raumen nicht von
der Wahl des Basispunktes abhadngt.

Korollar 7.7. Ist X wegzusammenhingend, so gilt fiir alle xo, x1 € X, dass
(X, x0) = m(X, x1).

Bemerkung 7.8. Ist X wegzusammenhdngend und interessieren wir uns nur fiir die
Isomorphieklasse der Fundamentalgruppe, so schreiben wir daher auch 7;(X) und
meinen damit die Fundamentalgruppe in einem beliebigen xo € X.
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Lemma 7.9. Seien X und Y topologische Riume und sei xo € X. Seien f,¢ € C°(X,Y)
homotop, H eine Homotopie von f nach g und sei vy € PY, y(t) := H(xo, t) fiiralle t € [0,1].
Dann kommutiert folgendes Diagramm:

71X, %0) — = 71(Y, f(x0))

\; g

m(Y,8(xo))-

Beweis. Seiw € Q(X, xp) und definiere

h:[0,12 = X, h(s,t) = H(a(s),t).
h ist offensichtlich stetig und nach Konstruktion ist

h(0,t) = H(xo,t) = y(t), h(1,t) = H(xo,t) =y(t) Vte[0,1]
und
h(s,0) = H(a(s),0) = (foa)(s), h(s,1) =H(a(s),1) = (goa)(s) Vse[0,1].
Mit Aufgabe 3 von Ubungsblatt 10 folgt, dass
(fou) k7 07+ (gon).
Mit den Resultaten aus Abschnitt 6.5 folgt daraus, dass
(Y (foa)) sy =w ¥* ((foa)xy) ~u ¥ (rx(goa)) > (Y 7)*(goa) ~goa.
Also gilt fiir die entsprechenden Weghomotopieklassen, dass
g+([a]w) = [goalw = [(7* (foa)) 7w = £y ([f 0 alw) = (£y © fi) ([a]w)-

Genau das wollten wir zeigen. O

Satz 7.10. Seien X und Y topologische Riume und xo € X. Ist f : X — Y eine Homoto-
pieiiquivalenz, so ist

for (X, x0) = (Y, f(xo))

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Nach Satz[7.3]ist f. ein Gruppenhomomorphismus. Sei g : ¥ — X homotopi-
einvers zu f. (Man beachte hier, dass g, im Allgemeinen keine Umkehrabbildung von
f« sein kann, da g, o f. : ™1 (X, x0) = 71 (X, g(f(x0))), so dass Definitions- und Werte-
bereich nicht tibereinstimmen.) Da g o f =~ idx, gibt es nach Lemma7.9|ein v € PX, so
dass

8«0 fe=1(g0f)e =4y 0 (idx)s = {,. (7.1)
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Da ¢, nach Satz[7.6|ein Isomorphismus ist, folgt insbesondere, dass

&« (Y, f(x0)) = m(X,g(f(x0)))
surjektiv ist. Vollig analog folgt aus f o ¢ ~ idy, dass

feoge (Y, f(x0)) = m(Y, f(g(f(x0))))

ein Isomorphismus und damit g. : 1 (Y, f(x0)) — (X, g(f(y0))) Folglich ist g, ein
Isomorphismus und aus folgt, dass f. = g, ! o/, als Verkettung von Isomorphis-
men wieder ein Gruppenisomorphismus ist. ]

Die Fundamentalgruppe eines Produkts von topologischen Rdaumen ldsst sich leicht
tiber die Fundamentalgruppen der Faktoren berechnen.

Satz 7.11. Sei (X;);c eine Familie topologischer Riume, sei x; € X; fiir jedes i € I und setze
x := (x;)ier € [Tic; Xi. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

T (HXi, X> =T ]m(Xix),
i€l i€l
wobei das Produkt auf der rechten Seite das direkte Produkt von Gruppen bezeichne.

Beweis. Setze X := [];c; X;. Nach Konstruktion der Produkttopologie ist die Projektion
pr; : X — X furjedes i € I stetig, also ist (pr;), : m1(X,x) — m1(X;, x;) fir jedes i € I
ein Gruppenhomomorphismus. Definiere nun

P:m(X,x) = [[m(Xi,xi), P(0) = ((pr;)«(0))icr-

i€l

Nach Definition des direkten Produkts ist P ein Gruppenhomomorphismus. Wahlen
a; € QX x;) fur jedes i € I, soista € Q(X,x), wobei a(t) = (a;(t));e; fiir alle
t € [0,1] und es folgt

P([a]w) = ((pry)«([2]w))icr = ([&i]w)ier-
Also ist P surjektiv. Bezeichnen wir das neutrale Element einer Gruppe G mit 1, so ist
das neutrale Element des direkten Produkts gegeben durch

1Hie1 7'[1(X1',x,') = (1711(X,',xi))i61 = ([Cxi]w)iel'
Also gilt fiir « € Q(X, x), dass
P(la]w) =1 mxw) & (Pro)«([a]w) =[ex]o Vi€l < prioa~ycy Viel

Wihlen wir fiir jedes i € I eine Weghomotopie H; : [0,1] x [0,1] — X; von pr; o « nach
Cx,, s0 folgt mit der Definition der Produkttopologie leicht, dass

H:[0,1] x[0,1] = X, H(s, t) = (H(s,t))ier

eine Weghomotopie von « nach (cy,)ic; = ¢x € PX ist. Damit folgt [a], = [cx]w =
L (x,x), also ker P = {1, (x . }. Folglich ist P injektiv und damit ein Gruppenisomor-
phismus. O
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Im Laufe dieses Kapitels werden wir die Fundamentalgruppen wichtiger Beispiele ex-
plizit berechnen. An dieser Stelle wollen wir nur eine kleine Beobachtung erganzen.

Satz 7.12. Sei G eine topologische Gruppe und 1 € G ihr neutrales Element. Dann gilt:
a) (G, 1) = m(G, g) fiiralle g1, € G.
b) (G, 1) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. a) Seien g1,¢2 € G und sei C; die Wegkomponente von g; und C, die Weg-
komponente von g>. Man zeigt analog zu Satz dass je zwei Wegkomponenten
einer topologischen Gruppe homodomorph zueinander sind. Also folgt mit Satz

und Satz[7.10} dass
m1(G,81) = m1(C1,81) = m(Ca,82) = m(G, g2).

b) Seien a, B € Q)(G, 1) beliebig. Wir miissen zeigen, dass

!

o [Blo = Blo- [ &  axpy Bra.
Seidazu F:[0,1]2 — G, F(s,t) = a(s)B(t). Dann ist:
F(s,0) = a(s) -1 =a(s) = F(s,1), F(0,t) =1-B(t) = p(t) = F(1,t) Vs, t € [0,1].

Also folgt aus Aufgabe 3 von Ubungsblatt 10, dass & * B =, 8 * a.
O

7.2 Einfacher Zusammenhang und Homotopien von Schlingen

Wir nutzen nun die Fundamentalgruppe, um einen ,strengeren” Zusammenhangsbe-
griff einzufiihren.

Definition 7.13. Ein topologischer Raum X heif$t einfach zusammenhiingend, wenn X
wegzusammenhdngend ist und

m (X, x) = {1}
fiir ein (und folglich jedes) xg € X erfiillt ist.

Bemerkung 7.14. Mit anderen Worten heifst ein wegzusammenhédngender Raum ein-
fach zusammenhédngend, wenn jede Schleife in X weghomotop zu einer konstanten
Schleife ist.

Wir werden in den nédchsten Abschnitten Beispiele fiir Rdume sehen, die einfach zu-
sammenhingend sind, und solche, die es nicht sind. In diesem Abschnitt wollen wir
zundchst den Begriff des einfachen Zusammenhangs genauer untersuchen und cha-
rakterisieren.
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Satz 7.15. Ein wegzusammenhingender topologischer Raum X ist genau dann einfach zusam-
menhiingend, wenn je zwei Wege o, v1 € PX mit v9(0) = v1(0) und vo(1) = y1(1) stets
weghomotop sind.

Beweis. ,<=":Sei x¢ € X beliebig und & € Q(X, xp). Definiere 1, 72 € PX durch
1) =a(k), 1=a(1-%) Vte[01].

Wie man leicht nachrechnet, gilt & = 7; * 92 und
71(0) = 72(0) = %0, 71(1) = 72(1) = a(3).
Nach Voraussetzung ist daher 7y; ~ 2. Mit Satz und Satz b) folgt daraus:
U= Y1 % Y2 Xy Y2 * Y2 Sy Cxg-

Also ist [a], = 1 € m1(X, xp). Da xp und « beliebig gewihlt waren, folgt 711 (X, xp) =
{1} fiir alle xy € X.

,=": Seien x9,x1 € X und 79,71 € P(X,xp,x1). Dann ist insbesondere v * y1 €
O(X, xp), also gilt nach Voraussetzung, dass o * ¥1 ~%4 Cx,. Mit dieser Beobachtung

und den Sitzen a) und folgt:
Y0 w Y0 * Cxy Xy Y0 * (71 *71) ~w (Y0*71) * 71 ~w Cxo * Y1 =w Y1-
Ul

Ist & eine Schleife in einem Raum X, so folgt aus «(0) = a(1), dass « eine stetige Abbil-
dung von [0,1]/ ~ nach X induziert, wobei ~ durch 0 ~ 1 definiert wird. Wir haben
bereits in Beispiel (1) gesehen, dass S ~ [0,1]/ ~, also konnen wir jeder Schleife
eine stetige Abbildung S — X zuordnen. Dies wollen wir im Folgenden etwas aus-
fithren, da sich einfach zusammenhéangende Raume durch solche Abbildungen charak-
terisieren lassen.

Definition 7.16. Sei X ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung &« : S — X
nennen wir Schlinge in X. Die Menge aller Schlingen in X bezeichnen wir mit

LX := C°(S!, X).

LX wird auch freier Schleifenraum von X genannt. (Der Buchstabe L kommt von der
englischen Bezeichnung ,loop space”.)

Bemerkung 7.17. Betrachten wir S! als Einheitskreis in C, so erhalten wir eine Bijektion
zwischen Schleifen in X und Schlingen in X durch

©:LX = {7y € PX[1(0) =7(1)}, (®(f))(s) = f(™) Vs € [0,1].
Fiir jedes x¢ € X ldsst sich ® zu einer Bijektion
D, {feLX|f(1) =x} = QX, x0)

einschrianken. (Ubung.)
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Im gesamten restlichen Abschnitt seien mit ® und @y, stets die Abbildungen aus Bemerkung
[Z17 bezeichnet.

Im folgenden Satz formulieren wir die Eigenschaft des einfachen Zusammenhangs
durch Eigenschaften von Schlingen, welche sich fiir praktische Beispielen oft einfacher
tiberpriifen lassen als die urspriingliche Definition.

Satz 7.18. Sei X ein wegzusammenhingender topologischer Raum. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(i) X ist einfach zusammenhingend.
(ii) Jedes Schlinge f : St — X ist nullhomotop.

(iii) Fiir jede Schlinge f : St — X gibt es ein stetiges F : D*> — X mit F|g1 = f, wobei wir
D? = {z € C | |z| < 1} betrachten.

Beweis. (i) = (ii): Ist X einfach zusammenhédngend und f € LX, so ist insbesondere
m (X, f(1)) = {1}, also ist ®(f) ~u cfqy- Ist H : [0,1] x [0,1] — X eine Homoto-
pie von ®(f) nach cy(y), so folgt leicht, dass eine wohldefinierte Homotopie von f zur
konstanten Schlinge in f(1) gegeben ist durch

h:S'x[0,1] = X, h(e¥™,t) = H(s,t).

Also ist f nullhomotop.

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist ein Spezialfall von Aufgabe 2 von Ubungsblatt 9.
(iii) = (i): Sei a € Q(X, x9) und sei f := ®~!(a) € LX. Nach Voraussetzung gibt es ein
stetiges F : D> — X mit F|q = f. Aus der Analysis Il wissen wir, dass D? eine konvexe
Teilmenge von C ist, also ist die folgende Abbildung wohldefiniert:

H:S'x[0,1] = X, H(zt)=F(1—-t)z+t-1).
Da F stetig ist, ist H als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. Weiter ist
H(z,0) = F(z) = f(z), H(z,1)=F(1)=f(1)=x VzeS}

also ist H eine Homotopie von f zur konstanten Schlinge in xg. AuBerdem ist H(1,t) =
F(1) = xo fur alle t € [0, 1]. Betrachten wir nun

h:0,1]x[0,1] — X,  h(s,t) = H(e¥™,1),

so folgert man aus den Eigenschaften von H leicht, dass /i eine Weghomotopie von a
nach cy, ist. Insbesondere ist also [¢],, = 1. Da « beliebig gewé&hlt war, ist 711 (X, x9) =
{1} und damit X einfach zusammenhingend. O

Korollar 7.19. Jeder zusammenziehbare topologische Raum ist einfach zusammenhingend.
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Beweis. Sei X ein zusammenziehbarer topologischer Raum. Dann gibt es nach Satz[6.13]
ein xp € X und eine Homotopie H : X x [0,1] — X von idx nach g, wobei go(x) = xo
fur alle x € X. Istnun f € LX, so ist

h:S'x[0,1] = X, h(zt)=H(f(2),1),

eine Homotopie von f nach fy, wobei fy(z) = xo fiir alle z € S'. Also folgt die Behaup-
tung aus Satz[7.18| O

Beispiel 7.20. Insbesondere ist nach Korollar jede sternformige Teilmenge von IR",
und damit auch IR" selbst, einfach zusammenhéngend, wobei 1 € IN beliebig.

Ist X wegzusammenhidngend, so gilt nach Satz dass 71 (X, x9) = {1} genau dann,
wenn [S!, X] aus genau einem Element besteht. Wir wollen nun eine allgemeinere Be-
ziehung zwischen diesen beiden Mengen herstellen.

Zunichst stellen wir fest, dass wir im Allgemeinen keine Gruppenstruktur auf [S!, X]
definieren kénnen. Wiirden wir fiir zwei Schlingen f und ¢ mit f(1) # g(1) die zu-
gehorigen Schleifen konkatenieren, so ist das Resultat notwendigerweise unstetig, also
inbesondere keine Schleife in X. Folglich lasst sich die Gruppenstruktur von 711 (X, x)
nicht auf [S?, X] {ibertragen.

Seien ein wegzusammenhingendes X und xo € X fest gewédhlt. Istj: {a € LX | a(1) =
xo} — LX die Inklusion, so erhalten wir eine Abbildung

i=jod®.l: Q(X,x) — LX.
Man rechnet leicht nach, dass fiir a, p € Q(X, xo) gilt, dass
x>~y ﬁ ~ 1(&) 1} l(IB),

wobei >, Homotopie relativ zu {1} bezeichne. Da relativ homotope Abbildungen
insbesondere homotop sind, erhalten wir damit insbesondere, dass

nx B iw) 2 i(B).
Also induziert i eine wohldefinierte Abbildung
Y:m(X,x) = [SLX] = LX/~, ¥([a]n) = [@ Ha)]. (7.2)
Mit Hilfe von ¥ stellen wir nun die Verbindung zwischen 711 (X, x¢) und [S?, X] her.

Satz 7.21. Sei X ein wegzusammenhingender topologischer Raum und xo € X. Sei die Abbil-
dung ¥ : m1(X, x0) — [S!, X] gegeben wie in (7.2). Dann gilt:

a) Y ist surjektiv.

b) Esist ¥(oq) = Y(02) fiir 01,00 € (X, x0) genau dann, wenn oy und oy konjugiert
zueinander sind.
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Beweis. a) Sei f € LX und setze x1 := f(1), a := ®(f) € Q(X, x1). Da X wegzusam-

b)

menhédngend ist, gibt es ein v € P(X, x¢, x1). Setze dann
B:=(y*a)xy e Q(X, xp).

Wir wollen zeigen, dass & und f homotop sind (jedoch nicht weghomotop!) und
die Homotopie anschlieflend auf die zugehorigen Schlingen {ibertragen. Definiere
dafiir 7 € PX fiir jedes t € [0,1] durch 7:(s) := y(t+ (1 — )s). Dann ist 7; €
P(X,v(t),x;) fir alle t € [0,1], sowie 79 = 7y und 71 = cy,. Betrachten wir

Hy - [0,1] > [0,1],  H(s, £) = ((7e* &) *7:)(s),

so rechnet man nach (Ubung), dass H; stetig ist. Nach Konstruktion ist H; eine Ho-
motopie von B nach (cy, * &) * cx,. Weiterhin gilt

Hy(0,t) = 7(0) = Hi(1,t) Vte[0,1],

also ist Hy (-, t) : [0,1] — X eine Schleife fiir jedes t € [0, 1].

Nach Satz gibt es eine Weghomotopie H; : [0,1] x [0,1] — X von (cy, * &) * Cy,
nach «. Definieren wirnun H : [0, 1] x [0,1] — X, H := H;#H,, wie in Satz/Definition
b), so ist H eine Homotopie von B nach a und man rechnet leicht nach, dass
H(0,t) = H(1,t) fur alle t € [0,1]. also folgt insbesondere, dass & ~ B. Setzen wir
¢ = ®l(a) € LX, so folgt daraus, dass wir eine wohldefinierte Homotopie von f
nach g erhalten durch

F:S'x[0,1] = X, F(e?™,t) = H(s,t).
Folglich ist [f] = [g] € [S?, X] und damit ¥ ([B]) = [f]. Also ist ¥ surjektiv.

,<=":Seien a, p € O(X,xp), so dass [a]w, [Blw € m(X,x0) konjugiert zueinander
sind. Es gibt also ein v € (X, xg), so dass

(y*xa)*§ 2y B.

Vollig analog zu Teil a) zeigt man, dass eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X von «
nach B existiert, fiir die gilt, dass H(0,t) = H(1,t) fir alle t € [0,1]. Wieder analog
zu a) folgt daraus, dass ®~(a) ~ ®~1(B), also ist

P([ado) = [@7 ()] = [@7H(B)] = ¢ ([Blw)-

,=": Seien a,p € (X, xp), so dass ¥([a]w) = ¥([B]w)- Sind f,g¢ € LX gege-
ben durch f := ® !(a), ¢ := ®1(B), so sind folglich f und g homotop. Ist H :
S! x [0,1] — X eine Homotopie von f nach g, so erhalten wir folglich eine stetige
Abbildung

h:[0,1] x [0,1] = X, h(s,t) = H(e*™,t).
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Definieren wir oy € PX durch 7 (t) := h(0,t), so erhalten wir

h(0,t) = h(1,t) = (t) Vt€[0,1],

h(s,0) = f(e¥™) = a(s), h(s,1) = g(e¥™) = B(s) Vs € [0,1].
Insbesondere ist y(0) = a(0) = xp und (1) = B(0) = xp, also ¥ € Q(X, xp).
Wenden wir nun Aufgabe 3 von Ubungsblatt 10 auf & an, so folgt

Wk y My Y *p,
womit wir mit den Ergebnissen aus Abschnitt 6.5 erhalten, dass
(’Y*ﬁ)*’?z (“*7)*7210“*(7*7) > K.

Alsoist [7]w - [Blw - [Y]w! = [#]w € m1(X, x0), so dass [a], und [B], konjugiert sind.
O

Mit dem letzten Satz erhalten wir nun eine algebraische Beschreibung von [S?, X].

Korollar 7.22. Ist X ein wegzusammenhingender topologischer Raum und xo € X, so gibt es
eine Bijektion zwischen [S', X] und der Menge der Konjugationsklassen von 111 (X, xo).

Bemerkung 7.23. Wir konnen Korollar als Verallgemeinerung der Aquivalenz von
(i) und (ii) in Satz betrachten, da wir aus Algebra 1 wissen, dass eine Gruppe genau
dann eine einzige Konjugationsklasse besitzt, wenn sie selbst trivial ist.

7.3 Die Fundamentalgruppe von S!

In diesem Abschnitt wollen wir die Fundamentalgruppe von st explizit berechnen.
Bevor es ,,ans Eingemachte” geht, wollen wir ein niitzliches Lemma besprechen, das
wir im Folgenden mehrfach anwenden werden.

Satz 7.24 (Lebeguesches Uberdeckungslemma). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum
und (U;)e; eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es ein r > 0, so dass es zu jedem x € X
eini € I gibt mit B,(x) C Uj.

Beweis. Fiir jedes x € X gibt es ein i(x) € I mit x € Ujy). Da Uy offen ist, gibt
es ein r(x) > 0, so dass By, (y)(x) C Ujy). Dann ist durch {B,(x) | x € X} eine
offene Uberdeckung von X gegeben und da X kompakt ist, gibt es {x1,...,x,} C X fiir
geeignetes n € IN, so dass X = U;_; By(y,) (xx). Setze

r:=min{r(x1),...,7r(xy)} > 0.

Ist y € X beliebig, so gibt es dann ein k € {1,2,...,n} mity € By, (xx). Ist nun
z € B,(y) beliebig, so folgt mit der Dreiecksungleichung, dass

d(z,xx) <d(z,y)+d(y, xx) <r+r(x) <2r(xg).

Alsoist By (y) C Byyx,)(xx) C Uj(y,), woraus die Behauptung folgt. O
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Weiterhin legen wir fiir die Dauer dieses Abschnitts die folgende Notation fest:

Definition 7.25. Wir betrachten wieder S' C C und die Abbildung
p:R =S, ¢(s) = ™.

Ist X ein topologischer Raum und f : X — S! stetig, so heifit ein stetiges f : X — R
eine Hochhebung von f, falls ¢ o f = f.

Beispiel 7.26. Fir k € Z sei fi : [0,1] = S, f(s) = ¢?™ks Dann sieht man direkt, dass
fx:[0,1] = R, fx(s) = ks, eine Hochhebung von f; ist.

Den folgenden Satz werden wir im nachsten Kapitel auf deutlich allgemeinere Abbil-
dungen als ¢ verallgemeinern.

Satz 7.27 (Hochhebungssatz fiir Wege in S'). Sei f : [0,1] — St stetig und sei Xo € R mit
¢(x0) = f(0). Dann gibt es eine eindeutige Hochhebung f : [0,1] — R von f mit f(0) = xo,.

R
;7

f J,sv

0,1 L~ st.

Beweis. Seiz € S!, U, := S' \ {z} und sei x € R mit ¢(x) = —z. Aus der Analysis II
wissen wir, dass ¢y 1= q)|(x_%,x+%) : (x — %, x+ ) —: U, bijektiv ist. Weiter ist ¢y stetig
und offen und damit nach Satz 2.5/ein Homdéomorphismus.

Wir erhalten eine offene Uberdeckung von S!' durch {U;, U_1}. Folglich ist

{1 (W), fH(U-1)}

eine offene Uberdeckung von [0, 1] und nach dem Lebesgueschen Uberdeckungslemma
finden wir ein n € IN, so dass

vie {0,1,...,n—1}: fUE Y cuy vof([EE]) cu.

Sei nun xy € R mit ¢(xy) = f(0). Wir definieren f nun abschnittsweise:

e Nach Annahme gibt es ein g € R, so dass xo € (yo — 3,40 + 3), ¢(yo) € {—1,1}
und £([0, +]) C Uyy,)- Folglich ist die Abbildung

forl0,5] =R, fols) = @y, (f(5)),
wohldefiniert und stetig mit fo(0) = xo.

o Istein stetiges f;_1 : [0, 2] — Rmit f;_1(0) = xo und (po fi_1)(s) = f(s) fiir alle
s € [0, 1] gegeben, so setze x; := f;_1(%). Analog zum ersten Schritt gibt es dann
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einy; € Rmit ¢(y;) € {1, -1}, x; € (yi — 3,¥i + 3), so dass f([£, %1]) C Uy,
Definieren wir dann

fia(s) falls s € [0, %],

903711(1[(5)) fallss € (1, 11],

so {iberpriift man leicht, dass f; stetig ist und dass (@ o f;)(s) = f(s) fur alle
s € [0, =11

Fi0 SR, ) ::{

Die Abbildung f := f, 1 : [0,1] — R, die wir auf diese Weise erhalten, ist dann eine
Hochhebung von f.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien f; und f, Hochhebungen von f mit f;(0) =
£2(0) = x0. Da ¢(f1(s)) = f(s) = @(f2(s)) fiir alle s € [0, 1], muss nach Definition von
@ gelten, dass 3

fa(s) — fi(s) € Z Vs € [0,1].

Da fo — f1 stetig ist, ist folglich f, — f; konstant. Da jedoch f,(0) = f;(0), folgt f; =
fa. O

Istnun f : [0,1] — S! stetig mit f(0) = f(1) und f:10,1] — R eine Hochhebung von

f,sogilt, dass ¢(f(1)) = ¢(f(0)). Nach Definition von ¢ folgt daraus, dass

f(1) - f(0) e Z.
Definition 7.28. Sei xo € S beliebig. Definiere
deg: Q(S', x0) = Z, dega =&(1)—&(0),

wobei & : [0,1] — R eine Hochhebung von « sei. Da zwei Hochhebungen von « sich
nur um eine Konstante unterscheiden kénnen, ist deg « unabhédngig von der Wahl der
Hochhebung und damit wohldefiniert. Die Zahl deg a heifst Grad oder Abbildungsgrad
von w.

Beispiel 7.29. Wie man aus Beispielleicht folgert, gilt fir f;(s) = €*™*, dass
deg(fy) =k Vke Z.

Satz 7.30 (Hochhebungssatz fiir Homotopien in St). Sei f : [0,1] — S! stetig und H :
[0,1] x [0,1] — S' eine Homotopie mit H(s,0) = f(s) fiir alle s € [0,1]. Ist f : [0,1] —
R eine Hochhebung von f, so gibt es eine Hochhebung H : [0,1] x [0,1] — R von H mit

H(s,0) = f(s) fiir alle s € [0,1]. Mit anderen Worten kommutiert folgendes Diagramm mit
ig : [0,1] = [0,1]?, ip(s) = (s,0):

0,1] x [0,1] — 21—~ 51,



Beweisskizze. (Wir werden im ndchsten Kapitel einen allgemeineren Satz detaillierter
beweisen, der Satz[7.30|zur Konsequenz hat.)

Wir tibernehmen die Notation aus dem Beweis von Satz Analog zur Situation dort,
kénnen wir aus dem Lebesgueschen Uberdeckungssatz folgern, dass es ein n € IN gibt,
so dass

Vi,je {0,1,...,1’1—1} : H(Vl,]) clu, VvV H(VZ’]) cu_,
wobei V;; 1= [£, 5] x [%, %] C [0,1]?. Wir erhalten nun eine Hochhebung von H

durch folgendes induktive Verfahren:

e Definiere Hl,l : Vi1 — R durch ﬁm(s.t) = q)%l(H(s, t)) fir geeignetes yp € R.

o Ist ITL-,]' : Vij = R gegeben, so definiere analog zum Beweis von Satz eine
stetige Fortsetzung auf V;; U Vi1, UV, ;11 durch Anwendung geeigneter Abbil-
dungen der Form ¢ Lauf H.

o Fiige die Hj; zu einer stetigen Abbildung auf [0, 1]? zusammen.
O

Wir wollen nun diese Hochhebungseigenschaft nutzen, um die Fundamentalgruppe
von S! mit Hilfe der Grade von Schleifen zu bestimmen. Im nichsten Satz bringen wir
dafiir zunédchst Grade und Weghomotopien zusammen.

Satz 7.31. Fiir o, B € Q(S},1) ist dega = deg B genau dann, wenn a ~, B.

Beweis. ,,<": Sei H eine Weghomotopie von a nach p. Nach Satz besitzt a eine
Hochhebung & mit #(0) = 1. Nach Satz besitzt H eine Hochhebung H : [0,1] x
[0,1] — R mit H(s,0) = &(s) fiir alle s € [0,1]. Dann gilt insbesondere fiir j : [0,1] —
R, B(s) := H(s, 1), dass

(pop)(s) = (9o H)(s,1) = H(s,1) = p(s) Vs € [0,1],
also ist B eine Hochhebung von . Da H eine Weghomotopie ist, gilt weiterhin
(po H)(0,t) = H(0,t) =1 = H(1,t) = (po H)(1,t) Vte€[0,1].

Also ist y(t) := H(1,t) — H(0,t) € Z fiir alle t € [0,1]. Da aber 1 : [0,1] — R wegen

der Stetigkeit von H stetig ist, ist y konstant, also gilt insbesondere

&(1) —&(0) = 7(0) = 7(1) = (1) — B(0)
und damit dega = deg f.
,=":Seien a, B € Q(S!,1) mit dega = deg B = k. Seien 54,5 : [0,1] — R Hochhebun-
gen von & bzw. B mit &(0) = B(0). (Diese existieren nach Satz[7.27}) Da dega = deg 8,
folgt daraus, dass

a(1) = p(1),
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beide Wege haben also dieselben Endpunkte. Da R einfach zusammenhéngend ist, folgt
aus Satz dass es eine Weghomotopie H : [0,1] x [0,1] — R von & nach § gibt.
Definieren wir

H:[0,1] x[0,1] = S!, H:=¢oH,

so gilt nach Definition einer Hochhebung, dass H(s,0) = «(s) und H(s,1) = pB(s) fiir
alle s € [0,1]. Da H eine Weghomotopie ist, folgt leicht, dass H eine Weghomotopie von
a nach S ist. Also ist a 2, B. O

Satz 7.32. Die Abbildung d : 1(S',1) — Z, d([a]w) = degua, ist ein Gruppenisomorphis-
mus.

Beweis. Nach Satz ist d wohldefiniert. Nach Beispiel gilt fiir jedes k € Z fiir
fi 1 [0,1] = S, fi(s) = e¥™, dass deg(fy) = k, also d([fx]w) = k, so dass d surjektiv
ist. Um zu zeigen, dass d ein Gruppenhomomorphismus ist, miissen wir zeigen, dass

deg(a * B) = dega +degp Va,pB € Q(S,1).

Seien w und f fest gewahlt und sei & : [0, 1] — R eine Hochhebung von a. Da ¢(&(1))
a(1) = xo = B(0), besitzt p nach Satzeine Hochhebung § : [0,1] — R mit (0) =
#(1). Nach Satz b) ist dann

po(@xp)=(pod)x(pop)=axp.
Also ist & x B eine Hochhebung von a * B. Damit erhalten wir:

deg(a  B) = (a+p)(1) — (@ p)(0) = B(1) — &(0)
= B(1) — B(0) + &(1) — &(0) = dega + deg .

Also ist d ein Gruppenhomomorphismus. Um zu zeigen, dass d ein Gruppenisomor-

phismus ist, bleibt daher nur noch zu zeigen, dass kerd = {1,511}
Ista € Q(SY, 1) mit d([a]y,) = 0, also dega = 0, so besitzt a folglich eine Hochhebung

& : [0,1] - R mit &(0) = &(1) =: xp. Da R einfach zusammenhingend ist, gibt es
eine Weghomotopie H von & nach cy,. Dann ist jedoch H := ¢ o H eine Weghomoto-
pie von a nach ¢y, also [a}, = [c1] = 1 (s1,1)- Also ist d auch injektiv und damit ein
Isomorphismus. O]

Bemerkung 7.33. Wir erhalten also, dass 71(S!,1) = Z und dass ein Erzeuger von
m1(S!, 1) als zyklische Gruppe gegeben ist durch [f], mit f; : [0,1] — S, f1(s) = ™.

Korollar 7.34. S! ist nicht zusammenziehbar.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz und Korollar m O

Korollar 7.35. Fiir jedes zy € C* = C ~ {0} ist 711 (C*,z0) = Z.
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Beweis. Nach Beispiel (2) istr : C* ~ S, r(z) = 7, eine Deformationsretrakti-

El
on. Nach Satz ist dann r, : 711(C*,z9) — 711(S%,7(20)) ein Isomorphismus. Da S!
wegzusammenhangend ist, ist 711 (S!, 7(zp)) = m (S, 1) 2 Z. O

Bemerkung 7.36. Inbesondere ist v := dor, : 711(C*,1) to Z ein Isomorphismus. In
der Funktionentheorie taucht dieser Isomorphismus in Form der Umlaufszahl auf. Ei-
ner Schleife in C* wird hierbei eine Zahl zugeordnet, die die Anzahl der Umldufe der
Schleife um den Punkt 0 misst, wobei das Vorzeichen fiir die Umlaufrichtung steht. Die
Umlaufszahl einer Schleife y : [0,1] — C* ist hierbei gerade v([y]w). In der Funktionen-
theorie wird weiter gezeigt, dass die Umlaufszahl sich fiir stiickweise differenzierbares
7 explizit als Wert des Kurvemntegrals o f vz dz berechnen lasst.

7.4 Die Fundamentalgruppe von S" fiirn > 1

Fiir n > 1 lasst sich die Fundamentalgruppe von S" deutlich leichter bestimmen als die
von S!. Folgende Aussage, die sich spiter auch als Spezialfalls des Satzes von Seifert-
van Kampen herleiten lasst, ist dabei hilfreich.

Satz 7.37. Sei X ein topologischer Raum und seien U,V C X offen mit X = UU V. und
Unv # &. Wenn gilt:

o U und V sind einfach zusammenhiingend,
o U NV ist wegzusammenhingend,
dann ist X einfach zusammenhingend.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass X wegzusammenhingend ist. Sei xy €
UNVund a € Q(X,xp). Nach dem Lebesgueschen Uberdeckungslemma gibt es ein
n € NN, so dass a( ’;1, %]) vollstindig in U oder vollstandig in V' enthalten ist fiir
jedesi € {1,2,...,n—1}.Furjedesj € {1,2,...,n} setze

—1+s
wi:[0,1] = X, «j(s) := a(%),

so dass also «;([0,1]) = «( [%, %]) Man iiberlegt sich leicht (Ubung), dass
o~y (oo (g *ap) xag) *...) oy,
Wiahle fiir jedes i € {1,2,...,n — 1} einy; € P(X, xo, a(+ )) so dass
e 7:([0,1]) C U falls a([=1, 1)) C U,

e 7:([0,1]) C V falls a([=1, H1]) C V.

136



Die Existenz solcher v; folgt, da U, V und U N V nach Annahme wegzusammenhé&ngend
sind. Setze dann

Bri=a1*xY1, Pi:=(vici*xw)xy; Vie{2,3,...,n—=1}, Bp:= yn_1*ay.

Nach Konstruktion gilt dann ; € Q(U, xp) oder B; € Q(V, x), so dass aus den Voraus-
setzungen folgt, dass B; >~ cy, fiir jedesi € {1,2,...,n}. Im Folgenden lassen wir die
Klammerung bei der Konkatenation weg, da die Weghomotopieklasse nach Satz [6.30]
unabhingig von der Konkatenationsreihenfolge ist. Damit und mit den Rechenregeln
fiir Weghomotopien aus Abschnitt 6.5 erhalten wir:

N Xy K1 R KD Kk X3 X -k Ky :Zw061*’?1*’)’1*062*’7/2*’)/2*063*’?3*-“*’)/”*Dén

2w,51*,32*"'*,811

Dy Cxg % Cxp %+ =+ % Cyxy = Coxq-

Also ist & >~y ¢y, und da & € Q(X, xp) beliebig gewahlt war, ist X einfach zusammen-
hangend. O

Lemma 7.38. Fiir jedesn € N und p € §" ist S" \ {p} =~ R"

Beweis. Sei N := (0,...,0,1) € S". Fiir jedes p € S" gibt es ein A, € O(n + 1) mit
AP(N ) = p und man tberlegt sich daraus, dass Ay einen Homéomorphismus §" ~\
{N} =~ §" ~ {p} induziert, es reicht also, den Fall p = N zu betrachten. Man rechnet
dann nach (Ubung), dass die stereographische Projektion

1

¢$:S"{N} - R", <P(xl/---/xn+1>:17
— Xn+1

(X1,...,Xn),

ein Homoomorphismus ist, deren Umkehrabbildung durch

1
P :R" = S"N{N}, p(x) = W(-’-x, Ix[|* — 1),

gegeben ist. O
Korollar 7.39. Fiir jedes n > 1ist S" einfach zusammenhiingend.

Beweis. Sei n > 1 fest gewihlt, sei N := (0,0,...,1) € §" und seien U := S" ~\ {N},
V := §" ~\ {—N}. Nach Lemma sind U und V einfach zusammenhéngend. Fiir
UNV =S5"~{N,—N} ist die Abbildung

f:8"{N,-N} = "1 x (-1,1),
o xl x”
e inen) = (g Tl 1)

ein Homdomorphismus (Ubung). Dan > 1, ist U N V folglich insbesondere wegzusam-
menhdngend und die Behauptung folgt direkt aus Satz O
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7.5 Anwendungen der Fundamentalgruppe

In diesem Abschnitt wollen wir die bisherigen Resultate, insbesondere die Berechnun-
gen fiir die Fundamentalgruppen von Sphédren zusammenfiihren, um mit ihnen geo-
metrische Aussagen zu beweisen. Als ersten ziehen wir zwei einfache Folgerungen.

Korollar 7.40. Fiir jedes n € N und xo € T" ist 711 (T", xo) = Z".
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz und Satz O

Damit kénnen wir nun endlich eine Frage beantworten, die wir uns in Abschnitt 6.1
gestellt haben, um eine Motivation fiir die Einfithrung der Fundamentalgruppe zu be-
kommen.

Korollar 7.41. Fiir n > 1 sind S" und T" nicht homotopieiquivalent, also insbesondere nicht
homdomorph.

Beweis. Nach Korollar ist 711 (S", x0) = {1}. Nach Korollar ist 711 (T", x) = Z".
Also folgt die Behauptung aus Satz O

Insbesondere haben wir nun also gelernt, wie in Abschnitt 6.1 angekiindigt, S2 von
einem 2-Torus zu unterscheiden. Mit Hilfe der Fundamentalgruppe konnen wir wei-
terhin neue Aussagen iiber die topologischen Beziehungen zwischen R* und R" fiir
beliebige n € IN machen, die wir als Erweiterung von Satz auffassen konnen.

Satz 7.42. R? ist nicht homdomorph zu R" fiir n € N mit n # 2.

Beweis. Den Fall n = 1 haben wir in Satz[6.1]bereits bewiesen, sei also n € N mitn > 2.
Falls es einen Homdomorphismus f : R? — R" gébe, von dem wir 0.B.d.A. annehmen
konnen, dass f(0) = 0, so lieBe sich dieser einschrianken auf einen Homéomorphismus

fo: R*~ {0} — R" < {0}.

Nach Satz wire (fo)« : 11 (R%\ {0}, x0) — 711 (R" . {0}, f(x0)) dann ein Isomor-
phismus, es gilt jedoch nach Beispiel (2), Satz und Korollar dass

m(R* {0}, x0) = my(S',1) 22, m(R" {0}, f(x0)) = m (5", p) = {1}.
Also kann es keinen solchen Homéomorphismus geben. O

Als Nichstes wollen wir die uns bisher bekannten Fundamentalgruppen nutzen, um
einen klassischen Fixpunktsatz zu beweisen.

Satz 7.43 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D* — D? besitzt einen
Fixpunkt, also ein x € D* mit f(x) = x.
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Beweis. Angenommen, es gebe f : D> — D? stetig, so dass f(x) # x fiir alle x € D2.
Dann ist die folgende Abbildung r : D* — S! wohldefiniert: fiir jedes x € D? betrachte
die eindeutige Halbgerade (Strahl) mit Ursprung f(x), die durch x verlduft. r(x) sei
dann der eindeutige Schnittpunkt dieser Halbgeraden mit S'.

Man tiiberzeugt sich leicht davon, dass r stetig ist. Nach Konstruktion ist weiterhin
r(x) = x fiir alle x € S!. Also ist r eine Retraktion. Insbesondere ist r o i = idg1, wobei
i : S! — D? die Inklusion bezeichne. Dann gilt jedoch fiir die induzierten Homomor-
phismen auf den Fundamentalgruppen fiir jedes zg € S, dass

Ty O Z* = (7’ 9] l)* = <1d51)* = idn'1(51,20)‘

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da D? einfach zusammenhdngend ist und deshalb das
Bild von 7, : 711(D?,z9) — m1(S', zo) nur ein Element enthalten kann. Also kann es kein
solches f geben. O

Mit Hilfe der Fundamentalgruppe konnen wir aufierdem einen neuen Beweis eines
alten Bekannten finden, den wir zuniachst mit einem Lemma tiber das Verhiltnis zwi-
schen Schleifen und Schlingen in S! vorbereiten.

Lemma 7.44. Ein stetiges f : S* — S! ist genau dann nullhomotop, wenn [®(f)], = 0.

Beweis. Ist f nicht nullhomotop, so folgt aus Korollar[7.22} dass [®(f)]« # 0.

Sei f nullhomotop mit (1) =: zg. Da 711 (S, z9) abelsch ist, besteht jede Konjugations-
klasse von 711(S?, ) aus genau einem Element. Also erhalten wir nach Korollar
eine Bijektion ¥ : 71(S!,z9) — [S!,S!] und aus der Konstruktion geht hervor, dass
Y-1([f]) = ¥Y71(0) = 0. Da aber nach Konstruktion ¥ 1([f]) = [®(f)]w, folgt die
Behauptung. O

Satz 7.45 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p(z) = ag + a1z + - - - + a,z",
wobei ag, a1, . ..,a, € C, vom Grad n > 0 besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass a, = 1. Angenommen, p habe keine Nullstelle in
C. Dann ist

| a0/t ep((—0z/t)
Fi8ix O 8% FGD = 1= h2/m] = (= =/0]

wohldefiniert und stetig. Wir berechnen, dass
t'p((1—t)z/t) = t"ag +ayt" 1 (1 — )z + - +a,_1t(1 — )" 12" 4 (1 —1)"2",
woraus folgt, dass sich F stetig auf S! x [0, 1] fortsetzen lasst als

F(z,t) fallst >0,

F:S'x[0,1] — S, FE(zt) =
z" falls t = 0.
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Damit ist F eine Homotopie zwischen fy, f1 : S — S1, wobei
fo(z) =2", fi(z) = Z() Vz € Sh.

Insbesondere ist fy nullhomotop, so dass mit Lemma 7.44]folgt, dass [®(fo)], = 0 und
damit deg(®(fy)) = 0 nach Satz[7.31] Dies ist jedoch ein Widerspruch, da (®(fy))(s) =
2" und wir in Beispiel gesehen haben, dass deg(®(fy)) = n # 0. Also kann es
kein solches p geben. O

Nun kommen wir zum Satz von Borsuk-Ulam, der vielfdltigste Anwendungen in To-
pologie und Kombinatorik besitzt. Erneut brauchen wir zunéchst ein vorbereitendes
Lemma. Sei im Folgenden wieder ® : LX — {a € PX | «(0) = «(1)} die Bijektion
zwischen Schleifen und Schlingen aus Abschnitt 7.2.

Lemma 7.46. Sei f : S' — S! stetig, so dass f(—z) = —f(z) fiir alle z € S'. Dann ist
deg(®(f)) ungerade.

Beweis. Seizg := f(1) und setze & := ®(f) € Q(S!,zp). Dann gilt:
f(=z)=—f(z) Vz € st = f(e”iezms) = —f(ezms) Vs € [0,1]
= f(eZm'(er%)) — _f(82m'5) Vs € [0/ 1]
& a(t+3)=—at) Vtel0,3]

Sei wieder ¢ : R — S, ¢(s) = €*™, und sei & : [0,1] — R eine Hochhebung von a.
Dann folgt

p(a(t+3)) = —¢(@(t)) = p(a(t) + 3) vt €[0,3),
da ¢(s+ 3) = —¢(s) firralle s € R. Damit gilt
y(t)=a(t+ 1) —at) - ez vte o]l

Da & stetig ist, ist -y stetig in ¢, also konstant. Damit folgt:

Also ist deg w ungerade, da y(0) € Z. O

Satz 7.47 (Satz von Borsuk-Ulam). Sei f : S* — IR? stetig. Dann gibt es ein x € S* mit
flx) = f(=x).

Beweis. Angenommen, es gebe ein stetiges f : S> — R? mit f(x) # f(—x) fiir alle
x € 2. Dann ist folgende Abbildung wohldefiniert und stetig:

_ ) = f(=x)
1£(x) = fF(=0)II
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Nach Konstruktion ist

o fy)—fl) o f)—f(=x)
S =l ~ T — Ao~ 8

Isti:S! < S2,i(x,y) = (x,y,0), so gilt folglich fiir goi : S' — S! nach Lemma[7.46
dass deg(®(g o i)) ungerade ist. Also ist [P(go0i)], # 0,sodass [goi] # 0 € [S',S']
nach Lemma

Dies fiihrt jedoch direkt zu einem Widerspruch: Betrachten wir ndmlich F : D?> —
S!, F(x,y) = g(x,y,/1—x2—y?2), so ist F offenbar stetig und fiir (x,y) € S! ist
F(x,y) = g(x,y,0) = (goi)(x,y). Also ist g o i nullhomotop via H : S! x [0,1] — S!,
H(z,t) = F(tz). Damit haben wir einen Widerspruch hergestellt und es kann kein sol-
ches f geben. O

Anwendung 7.48. Es bezeichne E die Erdoberfldche, die wir mit S? identifizieren. (,,Flat
Earther” konnen diese Anwendung gerne iiberspringen.) Sei dann

f:E—TR?> f(p) = (Temperatur in p, Luftdruck in p).

Aus der Meteorologie bzw. unserer Anschauung wissen wir, dass es sinnvoll ist, Tem-
peratur und Luftdruck als stetige Funktionen zu modellieren. Nach Satz von Borsuk-
Ulam gibt es dann ein p € E mit f(p) = f(—p). Also gibt es immer zwei sich auf der
Weltkugel genau gegeniiberliegende Punkte, an denen genau dieselbe Temperatur und
genau derselbe Luftdruck herrscht!

Der Satz von Borsuk-Ulam ldsst sich auch nutzen, um geometrische Aussagen iiber
Sphéren zu treffen, ein Beispiel dafiir ist das folgende Resultat.

Korollar 7.49. Sind Ay, Ay, A3 C S? abgeschlossen mit S*> = A1 U Ay U As, so enthiilt eines
der A; ein Paar antipodaler Punkte, d.h.

die€ {1,2,3}, x € S? so dass {x,—x} C A,
Beweis. Fiiri € {1,2} definieren wir

.. G2 , =i —
di: 5" = R, di(p) = inf [lp —ql,

wobei || - || die euklidische Norm bezeichne. Aus der Analysis wissen wir, dass d; und
dy stetig sind, da A; und A; abgeschlossen sind. Wenden wir den Satz von Borsuk-
Ulam auf f : S — R?, f(x) = (d1(x),d2(x)) an, so folgt die Existenz eines x € S? mit
di(x) = di(—x) und da(x) = dp(—x).Ist x € A; fur eini € {1,2}, so folgt d;(—x) =
di(x) = 0, also ist dann {x, —x} C A;. Istx ¢ A1 U Ay, soistdi(—x) = di(x) > 0und
dy(—x) = d(x) > 0, also ist dann auch —x ¢ A; U A, und damit {x, —x} C As. O

Bemerkung 7.50. Der Brouwersche Fixpunktsatz und der Satz von Borsuk-Ulam las-
sen sich auf beliebige Dimensionen n > 2 verallgemeinern. Hierfiir fehlt uns allerdings
noch das notwendige Handwerkszeug aus der algebraischen Topologie. Die hoherdi-
mensionalen Versionen lassen sich analog zu den hier vorgestellten mit Hilfe von sin-
guldren Homologiegruppen oder hoheren Homotopiegruppen beweisen.
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Zum Schluss wollen wir noch eine weitere schone Folgerung aus den bisherigen Er-
gebnissen angeben, deren Beweis wir auslassen wollen und fiir den wir auf das Skript
zur Vorlesung Topologie von Prof. Christoph Schweigert verweisen, siehe Satz 2.3.17 in
https://www.math.uni—-hamburg.de/home/schweigert/wsl5/tskript.pdf.
(Es wird etwas Grundwissen tiber Untermannigfaltigkeiten von IR” vorausgesetzt.)

Satz 7.51 (Satz vom Igel). Sei V : S> — R3 ein stetiges Vektorfeld auf S, d.h. eine stetige
Abbildung V mit (V(x),x) = 0 fiir alle x € S, wobei {-,-) das euklidische Skalarprodukt
bezeichne. Dann gibt es ein xo € S mit V(xo) = 0.

Der Name erklart sich dadurch, dass man ein V so interpretieren kann, dass es fiir die
gekdmmten Haare einer von Haaren oder Stacheln bewachsenen Kugel steht. Der Satz
sagt dann aus, dass es unmoglich ist, die Haare einer solchen Kugel so zu kimmen,
dass kein Wirbel entsteht.

142


https://www.math.uni-hamburg.de/home/schweigert/ws15/tskript.pdf

Kapitel 8

Uberlagerungen

Wir betrachten eine Klasse von Abbildungen, anhand derer man das Zusammenspiel
von Topologie und Algebra besonders gut beobachten: Uberlagerungen. Grob gesagt
sind Uberlagerungen surjektive Abbildungen, bei denen der Bildbereich ,mehrfach
tiberdeckt” wird, was wir an Beispielen noch konkreter sehen werden. Ein erstes Bei-
spiel fiir eine Uberlagerung von S! haben wir bereits in Abschnitt 7.3 gesehen. Nach
den Grundbegriffen werden wir uns Hochhebungseigenschaften von Uberlagerungen
anschauen und dort die Betrachtungen aus Abschnitt 7.3 deutlich verallgemeinern.

Anschlieffend werden wir uns Verbindungen zur Algebra anschauen und zeigen, dass
es eine elegante Aquivalenz zwischen Untergruppen der Fundamentalgruppe eines
Raumes und Isomorphieklassen von Uberlagerungen des Raumes gibt. Schlielich un-
tersuchen wir Deckbewegungsgruppen, mit denen wir eine neue Formel fiir die Fun-
damentalgruppen gewisser Bahnenrdume erhalten, und wenden diese an, um die Fun-
damentalgruppe der Kleinschen Flasche zu berechnen.

In diesem Kapitel werden wir folgende Grundbegriffe der Gruppentheorie benutzen, die aus
Algebra I bekannt sein sollten: Index von Untergruppen, konjugierte Untergruppen, normale
Untergruppen, Normalisator einer Untergruppe.

8.1 Definition und Konstruktionen von Uberlagerungen

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der Uberlagerung definieren, Beispiele
betrachten und zeigen, wie Uberlagerungen aus diskreten Gruppenwirkungen hervor-
gehen.

Definition 8.1. Seien E und X topologische Rdume. Eine surjektive Abbildung
p:E—X

heilt Uberlagerung von X, wenn jeder Punkt in X eine offene Umgebung U besitzt, so
dass
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e p~1(U) = |ic; V; wobei jedes V; offen in E ist fiir jedes i € I,
e jedes V; von p homdomorph auf U abgebildet wird, d.h. die Einschrankung
plv.: Vi=U
ist ein Homdomorphismus fiir jedes i € I.

Fiir jedes x € X setzen wir Ey := p~!({x}) und nennen E, die Faser von x. Falls es ein
n € IN gibt, so dass E, fiir jedes x genau n Elemente enthilt, so heifst p eine n-blittrige
Uberlagerung.

Bemerkung 8.2. Aus der lokalen Homoomorphieeigenschaft folgt insbesondere, dass
jede Uberlagerung stetig ist.

Im folgenden Beispiel sehen wir, dass einige in dieser Vorlesung schon betrachtete Ab-
bildungen tatséchlich Uberlagerungen sind.

Beispiel 8.3. (1) Ist X ein topologischer Raum und T ein diskreter Raum, so ist die
Projektion pry : X x T — X eine Uberlagerung.

(2) Jeder Homdomorphismus ist eine Uberlagerung.

(3) Sei ¢ : R — S!, ¢(s) = ¢¥™, die Abbildung aus Abschnitt 7.3. Ist zy = 2™ € S!
beliebig, so ist U := St~ {—2z} eine offene Umgebung von zp und es ist

o' (U) = | | (k+s0— 3 k+s0+3).
keZ

Jedes (k +sg — 1,k + 5o + ) wird durch ¢ homdomorph auf U abgebildet. Also ist
¢ eine Uberlagerung.

(4) Fir n > 1 ist die Abbildung 7 : S — RP", m(x) = Ry, ist eine zweiblittrige
Uberlagerung: Sei x € S" und U C S" eine offene Umgebung von x mit U N (—U) =
@. Dann ist 71(U) nach Satz eine offene Umgebung von Rx in RP" mit

nH(n(U)) =uu(-U)

und nach Konstruktion bildet 7t sowohl U als auch —U homoomorph auf 77(U) ab,
so dass 7t eine Uberlagerung ist. Da 7~ !({Rx}) = {x, —x} fiir alle x € S", ist 7t
zweiblattrig.

Der folgende Satz biindelt einige elementare Eigenschaften von Uberlagerungen.
Satz 8.4. a) Sind py : E; — Xy und py : Ex — X, Uberlagerungen, so sind
p1Xp2:E1XE2—>X1XX2 und p1Up2:E1uE2—>X1I_IX2

wieder Uberlagerungen.
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b) Sindp : E — X und q : X — Y Uberlagerungen, soist go p : E — Y eine Uberlagerung.
¢) Jede Uberlagerung ist eine Identifizierungsabbildung.
Beweis. Dies ist Aufgabe 3 von Ubungsblatt 12. O

Um Uberlagerungen mit diskreten Gruppenwirkungen zu verbinden, definieren wir
eine neue und etwas kurios benannte Eigenschaft von Gruppenwirkungen.

Definition 8.5. Sei G eine diskrete Gruppe mit neutralem Element ¢ und X ein G-Raum.
Die G-Wirkung heifst eigentlich diskontinuierlich, falls jedes x € X eine Umgebung U
besitzt, sodass (g- U)NU = @ furalleg € G~ {e},wobeig-U={g-x € X | x € U}.

Bitte beachten: In der Literatur sind mehrere unterschiedliche Definitionen von ,eigent-
lich diskontinuierlich” zu finden, die sich geringfiigig voneinander unterscheiden.

Satz 8.6. Sei G eine diskrete Gruppe und X ein G-Raum. Ist die G-Wirkung eigentlich diskon-
tinuierlich, so ist die Projektion p : X — X /G eine Uberlagerung.

Beweis. Sei x € X beliebig und sei U eine offene Umgebung von x, so dass gUNU = &
fiir jedes ¢ € G~ {e}. Nach Satz[5.1§)ist V := p(U) eine offene Umgebung von p(x)
und nach Definition von p ist
p(vV) = U su.
8€G

Nach Wahl von U ist die Vereinigung disjunkt: wére namlich g1U N gU # @ fur g1 #
g2, so wire auch (g,'¢1U) NU # @, was im Widerspruch zur Annahme stiinde. Die
Einschrankung p|eqy : gU — V ist stetig und bijektiv fiir jedes ¢ € G. Da p offen ist,
ist p|gu offen, also ist plgu ein Homdomorphismus fiir jedes ¢ € G. Also ist p eine
Uberlagerung. O

Eine hdufige Quelle fiir eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkungen ist die Be-
trachtung diskreter Untergruppen topologischer Gruppen, worauf wir als nachstes hin-
arbeiten wollen.

Lemma 8.7. Sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element e. Fiir jede Umgebung U
von e gibt es eine Umgebung V- C U von e, so dass V1 =Vundvyo, € U fiirallevi,v2 € V.
Hierbeisei V! ={v'e G|ve V}

Beweis. Da die Gruppenmultiplikation m : G x G — G stetig ist, ist m~!(U) offen in
G x G.Dace € U, gibt es offene Umgebungen Uy, U, C G von e mit Uy x Uy C m~(U).
Da die Inversion stetig ist, sind U; ' und U, ' wieder Umgebungen von e. Setzen wir

Vi=UnhnU ' nl,?,
so folgt leicht, dass V die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Satz 8.8. Ist G eine topologische Gruppe und H eine diskrete Untergruppe, so ist die H-
Wirkung e : H x G — G, he g := gh™!, eigentlich diskontinuierlich.
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Beweis. Da H diskret ist, gibt es eine offene Umgebung U von e mit U N H = {e}. Sei
dann V C U eine offene Umgebung von e wie in Lemma so dass insbesondere

g g2 el Vg, g e V. 8.1)

Fiir jedes ¢ € G ist dann U, := ¢V eine offene Umgebung von g. Ist dann k& € H, so
dass (he Uy) NU, # @, so gibe es ein vy, v; € V, so dass gu1h~! = guy, also folgt

mnhl=0v, <h= 02_101.
Aus folgt h € UN H = {e}, also h = e. Damit ist die Wirkung eigentlich diskonti-
nuierlich. ]

Korollar 8.9. Ist G eine topologische Gruppe und H C G eine diskrete Untergruppe, so ist die
Projektion 7t : G — G/ H eine Uberlagerung.

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.6l und Satz [8.8] da G/H als Bahnenraum der Wirkung e
aus Satz (8.8 definiert ist. O

Beispiel 8.10. Betrachten wir (R",+) als topologische Gruppe, so ist Z" eine diskrete
Untergruppe, also ist nach Korollar die Projektion 7 : R" — IR"/Z" eine Uber-
lagerung. In Beispiel haben wir gesehen, dass es einen Homoomorphismus f :

R"/Z" 5 T" gibt, also ist p := f o 71 : R" — T" eine Uberlagerung.

Aus Korollar 8.9 erhalten wir weitere Beispiele fiir Uberlagerungen mit Hilfe komplex
differenzierbarer Funktionen, die historisch betrachtet den Begriff der Uberlagerung
motiviert haben. Diese biindeln wir im folgenden Satz.

Satz 8.11. a) Fiirn € Z ~ {0} ist p, : St — SY, pu(z) = 2", eine n-blittrige Uberlagerung.
b) Fiirn € Z ~ {0} ist f, : C* — C*, fu(z) = 2", eine n-bliittrige Uberlagerung.
¢) Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist eine Uberlagerung.

Beweis. a) S! bildet mit der komplexen Multiplikation eine topologische Gruppe. Fiir
jedesn € Z ~ {0} ist H, := {z € S! | z" = 1} eine diskrete Untergruppe von St,
also ist nach Korollar (8.9 . die Projektion 7 : S' — S!/H, eine Uberlagerung.

pn ist surjektiv und stetig. Man zeigt ebenfalls leicht (Ubung), dass p, abgeschlos-
sen ist, also ist p, nach Satz eine Identifizierung. Weiter ist p, ein Gruppenho-
momorphismus mit ker p, = H,, woraus folgt, dass p,(z1) = pu(z2) genau dann
gilt, wenn 71(z1) = 7(z). Nach Satz gibt es daher einen Homodomorphismus
f: S'/H, — S! mit pn = f o . Also ist p, nach Satz b) eine Uberlagerung. Da
|H,| = n, ist 7t offensichtlich n-bléttrig, woraus folgt, dass auch p, eine n-bléttrige
Uberlagerung ist.
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b) C* bildet mit der komplexen Multiplikation eine topologische Gruppe. Aus der
Funktionentheorie wissen wir, dass die komplexe Ableitung von f, firn € Z \ {0}
gegeben ist durch

fi(z)=nz""140 VvVzeC.

Daraus folgt insbesondere, dass das reelle Differential von f, als Abbildung R? \
{0} — R?\ {0} an jedem Punkt invertierbar ist. Nach dem Satz iiber inverse Funk-
tionen gibt es daher zu jedem z € C eine offene Umgebung U, fiir die f(U) eine
offene Umgebung von f(z) ist. Daraus folgt, dass f, eine offene Abbildung ist. Da
fn ebenfalls surjektiv und stetig ist, ist f, nach Satz eine Identifizierung. Die
Behauptung folgt nun analog zu Teil a), indem wir H,, wie in Teil a) definieren und
als Untergruppe von C* betrachten, da auch f, ein Gruppenhomomorphismus ist
mit ker f, = H,,.

¢) Aus der Analysis wissen wir, dass exp surjektiv und stetig ist. Analog zu b) folgt,

dass exp offen und damit nach Satz eine Identifizierung ist. Betrachten wir C

mit der Addition als topologische Gruppe und C* mit der Multiplikation, so ist exp :

C — C* ein Gruppenhomomorphismus mit K := kerexp = {2min | n € Z}. K ist

eine diskrete Untergruppe von C, also ist 7 : C — C/K nach Korollar eine

Uberlagerung. Analog zu a) und b) folgt daraus, dass auch exp eine Uberlagerung
ist.

O

8.2 Hochhebungseigenschaften von Uberlagerungen

In Abschnitt 7.3 haben wir Hochhebungen von Abbildungen X — S! beziiglich der
Abbildung ¢ : R — S!, ¢(s) = €*™, betrachtet und durch sie unter anderem den Grad
einer Schleife definiert. Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass ¢ ein Beispiel
einer Uberlagerung ist und tatsichlich lassen sich analog definierte Hochhebungen fiir
beliebige Uberlagerungen betrachten.

Definition 8.12. Sei p : E — X eine Ub~erlagerung, Y ein topologischer Raum und
f Y — X stetig. Eine stetige Abbildung f : Y — E heifit Hochhebung von f beziiglich p,

wenn po f = f.
E

~ 7
L,
f

X

-

Y/

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Hochhe-
bungen von Abbildungen beziiglich Uberlagerungen beschiftigen. Dazu werden wir in
mehreren Schritten vorgehen und dabei unter anderem Satz und Satz von der
Uberlagerung ¢ auf den allgemeinen Fall tibertragen. Wir fiihren fiir die Betrachtungen
in diesem Abschnitt folgenden Begriff ein.
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Definition 8.13. Sei p : E — X eine Uberlagerung. Wir nennen U C X elementar, wenn
p~1(U) = |ie; Vi, wobei V; C E offen fiir allei € I, sodass p|y, : V; — U fiirjedes i € [
ein Homodomorphismus ist. (Insbesondere besitzt also jeder Punkt in X eine elementare
Umgebung.)

Die Eindeutigkeit von Hochhebungen, fiir die ihr Wert an einem Punkt vorgegeben ist,
lasst sich allgemein ohne grofie Probleme beweisen.

Satz 8.14 (Eindeutigkeitigkeitssatz fiir Hochhebungen). Sei p : E — X eine Uberlage-
rung. Sei Y ein zusammenhingender topologischer Raum und sei f : Y — X stetig. Sind
fl,fz Y — E Hochhebungen von f beziiglich p und gibt es einy € Y mit fi(y) = fa(y), so

ist f1 fz

Beweis. Setze A := {y € Y | fily) = fa(y)} # 9. Wir miissen zeigen, dass A =
Y. Da Y zusammenhingend ist, reicht es nach Satz zu zeigen, dass A offen und
abgeschlossen in Y ist.

Seiyp € A, e := fl (yo) und xo := p(eo) = f(yo).Sei U C X eine elementare Umgebung
von xp und sei p~H(U) = e Vi. Dann gibt es ein iy € I mit ey € V;,. Definiere W :=
1 (Vig) N f5 1(V;,). W ist eine offene Umgebung von yo mit f1(W) C Vj, und fo(W) C
Vi, Nach Annahme ist p o f; = p o f», da p jedoch auf V;, injektiv ist, folgt insbesondere
fl (y) = fa(y) fiir alley € W, also W C A. Folglich ist A offen inY.

Um zu sehen, dass A abgeschlossen ist sei g € Y \ A und setze e; := fl (o), €2 :=
fa(yo) und xo := p(e1) = f(yo). Sei wieder U eine elementare Umgebung von xo mit
p 1 (U) = lic; Vi-Daey,e; € Ex mit el # ey, gibt esiy, ip € Imiti; # iy, sodasse; € V,
und e; € Vj,. Setze dann V := f1(Vi,) N £ 1(V;,). V ist offene Umgebung von yp in Y

mit f1(V) C Vi, und (V) C V,,. DaV;, NV, = &, folgt fi(y) # fa(y) fiiralley € Y,
alsoV C Y~ A, sodassY A offen und damit A abgeschlossen in Y ist. Also folgt die
Behauptung. O

Als Néchstes verallgemeinern wir Satz zeigen also die Existenz einer eindeutigen
Hochhebung von Wegen bei vorgegebenem Anfangspunkt.

Satz 8.15 (Hochhebungssatz fiir Wege). Sei p : E — X eine Uberlagerung und -y € PX.
Dann gibt es fiir jedes ey € E. o) eine eindeutige Hochhebung y € PE von vy beziiglich p mit
’7(0) = €p.

0>—>€0

{0} ——

]
01"~
Beweis. Die Eindeutigkeit der Hochhebung folgt aus Satz Die Existenz eines hoch-

gehobenen Weges zeigt man vollig analog zum Spezialfall p = ¢ aus Satz[7.27|mit Hilfe
des Lebesgueschen Uberdeckungslemmas. O

Als néchstes betrachten wir Hochhebungen von Homotopien. Hierbei geht man davon
aus, dass der ,Anfang” der Homotopie bereits eine Hochhebung besitzt und zeigt, dass
sich diese dann zu einer Hochhebung der Homotopie fortsetzen lésst.
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Satz 8.16 (Hochhebungssatz fiir Homotopien). Sei p : E — X eine Uberlagerung. Sei Y ein
lokal zusammenhiingender topologischer Raum. Sei f : Y — X stetigund H : Y x [0,1] — X
stetig mit H(y,0) = f(y) fiiralley € Y. Ist f : Y — E eine Hochhebung von f beziiglich p,
so gibt es eine eindeutige Hochhebung H : Y x [0,1] — E beziiglich p, so dass H(y,0) = f(y)
fiiralley € Y.

Ist A C Y und H relative Homotopie beziiglich A, so ist H relative Homotopie beziiglich A.

Y x {0} L~ E

H 7
7

Y x[0,1] =X

Beweis. Im Folgenden bezeichnen wir eine Hochhebung beztiglich p schlicht als Hoch-
hebung. Sei (U;);c; eine Uberdeckung von X, fiir die jedes U; elementar ist. Sei zunéchst

0 € Y fest gewdhlt. Da H(yo, -) : [0, 1] — X stetig ist, folgt analog zum Beweis von Satz
h aus dem Lebesgueschen Uberdeckungssatz, dass es ein n € N und jo, ..., ju—1 € |
gibt, so dass H({yo} x [£, ®1]) C Uj, fiirallei € {0,1,...,n — 1}. Da H stetig und die
Uj, offen sind, folgt, dass es fiir jedes i eine offene Umgebung W; von yo € Y gibt, so
dass H(W; x [£, 1]} C U;,. Setzen wir W := N} W, so ist W wieder Umgebung von
Yo und nach Konstruktion ist

HW x [L, 2]y cu;, vie{o1,...,n—1}

Da Y nach Voraussetzung lokal zusammenhéangend ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass W zusammenhéngend ist. Wir gehen nun dhnlich wie im Beweis von Satz vor,
um eine Hochhebung von H in mehreren Schritten zu konstruieren.

e Da W zusammenhingend ist gibt es nach Konstruktion ein Vy C p~'(Uj,), fiir
das po := ply, : Vo — Uy, ein Homéomorphismus ist und so dass f(W) C V.
Definiere dann

Hy:Wx[0,3] = E, Ho(yt) = (py' o H)(y,1).

Nach Konstruktion ist Hy eine wohldefinierte Hochhebung von H |W><[O, 1. Da
W x [0, 1] zusammenhingend ist, ist H nach Satz die eindeutige Hochhe-
bung mit H(y,0) = f(y) fiiralley € W.

e Seifiri € {1,2,...,n — 1} eine eindeutige Hochhebung H_1:Wx 0, %] — E
von Hlyy (o i) gegeben. Nach Konstruktion ist H(W x [L,2#1]) C U;, und analog

zum letzten Schritt gibt es ein V; C p~!(Uy,), fiir das p; := ply, : V; — U, ein
Homoomorphismus ist und so dass H;_1(W x {{}) C V;. Definiere dann

W [0,5] S E Fy=4 0 flisteg]
(p; oH)(yt) fallste (L, =2].

n
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H; ist bei t = % stetig, da ﬁi—1|W><{i} und plfl o H|Wx{i} beide Hochhebungen
von H|,, (i1 sind und somit nach Satz ubereinstimmen, da W zusammen-

hangend ist. Nach Konstruktion ist H; folglich die eindeutige Hochhebung von
Hlyy 0,101y mit Hi(y,0) = f(y) firalley € W.

Konstruieren wir uns auf diese Weise induktiv eine Familie von Hochhebungen, so ist
Hy := H,_1 : W x [0,1] — E eine Hochhebung von Hlw [o,1] mit Hw(y,0) = f(y) fiir
alley € W.

Wir haben also nun zu jedem yp € Y eine Umgebung W konstruiert, fiir die sich
H |W><[O,1] auf die gewiinschte Weise hochheben ldsst. Nun miissen wir zeigen, dass

sich die einzelnen Hy zu einer Homotopie auf Y zusammenfiigen lassen. Seien da-
zu Yo, i1 € Y, W eine derartige Umgebung von yy und W’ eine derartige Umgebung
von y; mit WN W' # & und seien Hy und Hyy die beiden Hochhebungen von H.

Sei dann b € WN W' und v € PX, v(s) = H(b,s). Dann sind nach Voraussetzung
Fw(s) := Hw(b,s) und §w:(s) := Hy(b,s) beide Hochhebungen von -y mit §(0) =
f(b) = 4w (0). Aus der Eindeutigkeit aus Satz dass Jw = Jwr, also Hy| (B1x[01] =
Hyy| (b} x[01]- Fllhren wir dieses Argument fiir jedes b € W N W' durch, so erhalten wir,
dass Hw |wawr)x[o,1] = Hwrl (wowr)x[01]-

Damit folgt aus dem Verklebungslemma (Satz [4.2), dass sich die eindeutigen lokalen
Hochhebungen zu einer eindeutigen Hochhebung H : Y x [0,1] — E von H zusam-
menftigen lassen.

Es bleibt die Aussage tiber relative Homotopien zu zeigen. Sei A C Y so, dass H(a, t) =
H(a,0) = f(a) fir alle a € A. Mit anderen Worten ist c¢(,)(t) = H(a,t) fir allea € A
und £ € [0,1], wobei cf(,) € PX den konstanten Weg bezeichne. Dann ist c7,) € PE

eine Hochhebung von cf(,) mit ¢, (0) = f(a), also folgt wieder mit der Eindeutigkeit
aus Satz(8.15, dass H(a, t) = Cra)(t) = f(a) furallet € [0,1]. Daa € Abeliebig gewahlt

war, ist H eine relative Homotopie beziiglich A. O

Bemerkung 8.17. Als Spezialfall von Satz erhalten wir Satz den wir damit
also auch bewiesen haben.

Aus dem letzten Satz lasst sich ein niitzliches Resultat iiber die Hochhebungen wegho-
motoper Wege folgern.

Satz 8.18 (Monodromiesatz). Sei p : E — X eine Uberlagerung und seien 1,72 € PX
mit v1(0) = ¥2(0) und y1(1) = v2(1). Seien 41,42 € PE Hochhebungen von 1 bzw.
beziiglich p mit 41(0) = 42(0). Dann ist 1 ~y 72 genau dann, wenn y1(1) = §2(1) und
'71 Zw '72-

Beweis. ,,<": Dies ist klar. Ist H eine Weghomotopie von 47 nach 4;, soist p o H eine
Weghomotopie von y; nach 7».

,=":Sei H : [0, 1]2~ — X eine Weghomotopig von 71 nach ;. Nach Satz gibt es
eine Hochhebung H : [0,1]> — E von H mit H(s,0) = 41(s) fiir alle s € [0, 1]. Da eine
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Weghomotopie eine Homotopie relativ zu {0, 1} ist, folgt aus Satz auflerdem, dass
H wieder Weghomotopie ist.

Da po H = H, folgt leicht, dass H(-,1) eine Hochhebung von 1, ist. Da H Weghomoto-
pie ist, ist insbesondere H (0,1) = 91(0) = 92(0). Nach der Eindeutigkeit aus Satz
folgt daraus, dass ¥2(s) = H(s,1) fur alle s € [0,1] und da H Weghomotopie ist, folgt
Y1 ~w Y2 und 71(1) = F2(1). 0

Korollar 8.19. Sei p : E — X eine Uberlagerung. Fiir jedes e € E ist der Gruppenhomomor-
phismus p. : 11(E,e) — m1(X, p(e)) injektiv.

Beweis. Seie € E, x := p(e) und « € Q(E, e) mit [a], € ker p.. Dann ist p o o2 cy.
Nach Konstruktion ist « eine Hochhebung von p o « mit a(0) = «(1) = e, auflerdem
ist der konstante Weg ¢, eine Hochhebung von ¢, mit c,(0) = c.(1) = e. Nach dem
Monodromiesatz sind deshalb & und ¢, weghomotop, also ist [¢], = [c¢]y = 1. Damit
ist ker p, = {1}, woraus die Behauptung folgt. O

In den bisherigen Hochhebungssétzen haben wir die Existenz von Hochhebungen von
Wegen gezeigt, jedoch bei den anderen Ergebnissen gewisse Existenzen von Hochhe-
bungen vorausgesetzt. Es bleibt die Frage, wann eine beliebige Abbildung f : ¥ — X
eine Hochhebung beziiglich einer Uberlagerung von X besitzt. Unter gewissen Zusam-
menhangsvoraussetzungen an Y ldsst sich diese Frage allgemein mit Hilfe der beteilig-
ten Fundamentalgruppen beantworten.

Satz 8.20 (Existenzkriterium fiir Hochhebungen). Sei p : E — X eine Uberlagerung und
sei eg € E. Sei Y ein zusammenhingender und lokal wegzusammenhingender topologischer
Raum, sei f 1 Y — X stetig und sei yo € Y mit f(yo) = p(eo). Dann gilt: Es gibt genau dann
eine Hochhebung f : Y — E von f beziiglich p mit f(yo) = eq, wenn

fe(m(Y,y0)) C ps(mi(E, €0)).

Beweis. ,,="“:Da f =po f, ist insbesondere

fe(mi(Y,90)) = pu(fo(mi(Y,90)) C pu(mi(E, e0)).

<" (Unter einer Hochhebung verstehen wir stets eine Hochhebung beziiglich p.)
Nach Satz c) ist Y wegzusammenhingend. Fiir jedes y € Y wahle v, € P(Y,yo,Yy)
und definiere eine Abbildung

FiY=E )= (fon) ),

—~——

wobei f o 7, die eindeutige Hochhebung von f o 7, mit (m) (0) = eg bezeichne.
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Behauptung1 f:Y — E ist wohldefiniert.

Beweis der Behauptung. Seiy € Y und seien vy, v, € P(Y,yo,¥). Dannista, := 7y, x 7y, €
Q(Y, yo) und nach Annahme ist

fellaylw) € fo(mi(Y,p0)) C pi(mi(E, €0)).
Folglich gibt es ein B, € O)(E, ep) mit [f o &, = [p o Bl und damit

pop~uwfoa=fol(y*yy) = (for)*(for) = (for)*(for))
wobei wir Satz b) benutzt haben. Mit Satz[6.29folgt daraus:

(poB)*(fo ')’;) ~u f oy (8.2)

Wir wollen nun beide Seiten der Relation hochheben. Da f Hochhebung von p o f mit

B(0) = B(1) = ep ist, ist B * (f/o\fy/’y) wohldefiniert und man tiberlegt sich leicht, dass
dies eine Hochhebung von (p o B) * (f o ;) ist. Aus folgt daher mit dem Mono-
dromiesatz, dass

e~ e~

(Bx(fory))(1) = (fory)(D).

Nach Konstruktion der Kontatenation ist jedoch (B * (]T;)\fy/’y))(l) = (f;\fy/’y)(l), also
folgt

(fery)() = (for))
und damit, dass ¢(y) unabhéngig von der Wahl des Weges, also wohldefiniertist. W

Behauptung 2 Ist W C Y wegzusammenhingend, so ist f(W) C E wegzusammen-
hédngend.

Beweis der Behauptung. Seienyi,y, € Wund ¢ € P(W, y1,y2), welches nach Annahme
existiert. Sei 9 € P(Y,y0,y1), so dass v *y € P(Y,yo,y2). Fiir jedes t € [0,1] sei
B: € PY eine geeignete Umparametrisierung von (¢ * y)| 0,551 ]). Nach Konstruktion

ist dann B¢ € P(yo, y(t)) und nach Behauptung 1 folgt, dass

Fr(t) = (fop)(1) Vie[o1].

Mit Hilfe der Eindeutigkeit aus Satz m rechnet man nach (Ubung), dass f o B; eine
Umparametrisierung von (f o yg) * (f o y)| j0,451] ist. Damit folgt jedoch, dass

for(®) = (fop)(1) = (for)(t) Vte[o1],

also dass fo vy = foy. Damit ist foy stetig und nach Konstruktion ist f o ein Weg
in f(W) von f(y1) nach f(y2). Folglich ist f (W) wegzusammenhingend. [ |

Behauptung 3 f:Y — E ist stetig.
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Beweis der Behauptung. Seiy € Y, sei U C X eine elementare offene Umgebung von f(y)
und sei V C p~1(U), so dass V von p homdomorph auf U abgebildet wird und so dass
f(y) € V.Setze py := p|v : V> U. Da Y lokal wegzusammenhingend und f stetig
ist, gibt es eine wegzusammenhiangende Umgebung W von y mit W C f~!(U). Nach
Behauptung 2 ist f(W) wegzusammenhingend und damit f(W) C V, da f(y) € V.
Daher ist . ~
f2)=(py'opvof)z) = (py' o f)(z) VzeW.

Da f und p;,' stetig sind, folgt, dass f auf W und damit insbesondere in y stetig ist. Da
y beliebig gewahlt war, ist f stetig. u

Es folgt aus der Definition von f, dass

(ro ) =p((For) M) = (For)(1) = f).

Da f stetig ist, ist f also eine Hochhebung von f. Da f unabhangig von der Wahl der
Wege ist, konnen wir 1y, = ¢y, annehmen. Dann ist f o ¢y, = cf(y), fur die c¢(y()) =
ce, gilt. Also ist nach Konstruktion f(y9) = c,, (1) = e, so dass f alle gewiinschten
Eingenschaften hat. 0

Hieraus konnen wir direkt eine Situation herleiten, in der Hochhebungen stets moglich
sind.

Korollar 8.21. Sei p : E — X eine Uberlagerung und sei eg € E. Ist Y einfach zusam-
menhiingend und lokal wegzusammenhingend und ist f : Y — X stetig und yo € Y mit
f(yo) = p(eo), so gibt es eine eindeutige Hochhebung f : Y — E von f beziiglich p mit

f(yo) = eo.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz und Satz O

8.3 Fasertransport und Monodromiewirkung

In diesem Abschnitt wollen wir die Resultate iiber Hochhebungen von Wegen in Uber-
lagerungen aus dem letzten Abschnitt benutzen und mit dem Fundamentalgruppoiden
des tiberlagterten Raumes zusammenbringen. Es stellt sich heraus, dass wir mit Hilfe
der Hochhebungen einen Funktor definieren konnen, der unter anderem Wirkungen
der Fundamentalgruppe des iiberlagerten Raumes auf den Fasern der Uberlagerung
definiert. Aus diesen Wirkungen lassen sich weitere Informationen {iber die Uberlage-
rung ziehen, mit der wir unter anderem die Fundamentalgruppen von RP" bestimmen
konnen.

Satz/Definition 8.22. Sei p : E — X eine Uberlagerung. Dann erhalten wir einen wohldefi-
nierten kovarianten Funktor
M, : TI(X) — Set

durch
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e My(x) = Ex = p~1({x}) fiiralle x € X = ObII(X),

o fiir alle xo,x1 € X, und v € P(X, xo,x1), so0 dass [v] € Moryy(x)(xo, x1) definieren

Mp([7]w) : Exy = B, Mp([7]w)(e) = 7e(1),
wobei %y, € PE die eindeutige Hochhebung von vy mit 7,(0) = e bezeichne.

Der Funktor M, : TI(X) — Set heifst der Fasertransportfunktor von p oder Monodromie-
funktor von p.

Beweis. Die Wohldefiniertheit von M, auf ObI1(X) ist klar. Die Wohldefiniertheit von
M, ([7]w, also die Unabhingigkeit des Endpunkts der Hochhebung homotoper Wege
vom konkreten Weg, ist Teil des Monodromiesatzes (Satz . Also sind die zu M,
gehorenden Zuordnungen wohldefiniert.

Ist x € X und e € Ey, so ist ¢, die eindeutige Hochhebung von ¢, mit c,(0) = e, also ist
(Mp([cx]w))(e) = ce(1) = e fiir alle e € E. Damit gilt

Mp(lx) = Mp([cx]w) = ide(x) = 1Mp(x) Vx € X,

wir haben also Funktoreigenschaft (i) gezeigt.

Seien nun xo, x1,x2 € X, 71 € P(X,x0,x1), 72 € P(X,x1,x2) und eg € Ey, = Mp(xp).
Sei ¥, die eindeutige Hochhebung von 1 mit §1(0) = ¢y und ¥, die eindeutige Hoch-
hebung von 7y, mit 42(0) = 41(1). Wie man leicht nachrechnet, ist dann 4, * ¥, die
eindeutige Hochhebung von 71 * 2 mit Anfangspunkt ¢y. Also gilt:

(Mp([72]w © [711]2)) (e0) = Myp([y1 % Y2]w) = (71 % 72) (1) = F2(1).

Andererseits ist

(Mp([72]w) © My([11]w)) (e0) = (Mp([72]0)) (71(1)) = F2(1).

Da alle Variablen beliebig gewéhlt waren, folgt daraus Eigenschaft (ii) eines kovarian-
ten Funktors. O

Bemerkung 8.23. Es lasst sich sogar zeigen, dass eine Uberlagerung tatsichlich bis auf
Isomorphismen von Uberlagerungen (die wird im nachsten Abschnitt einfiihren) ein-
deutig durch ihren Fasertransportfunktor definiert ist. Grob gesagt ist die Uberlage-
rung also durch die Gesamtheit ihrer Hochhebungen von wegen charakterisiert. Die
Details dazu lassen sich in den Abschnitten 8.3 und 8.4 in Laures/Szymik, Grundkurs
Topologie, nachlesen.

Definition 8.24. Sei X ein topologischer Raum, G eine topologische Gruppe und e € G
ihr neutrales Element. Eine G-Rechtswirkung auf X ist eine stetige Abbildung

p:XxG— X,

fur die gilt:
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(i) p(x,e) = x furjedes x € X,
(i) p(x,gh) =p(p(x,g),h) firalleg,h € Gund x € X.

Bemerkung 8.25. In diesem Skript haben wir bisher der Einfachheit als G-Wirkung
das verstanden, was hdufig eine G-Linkswirkung genannt wird. G-Linkswirkungen und
G-Rechtswirkungen lassen sich problemlos ineinander tiberfiithren. p : X x G — X ist
namlich genau dann eine G-Rechtswirkung auf X, wenn G x X — X, (g,x) > p(x, g7 1)
eine G-Wirkung ist.

Korollar 8.26. Sei p : E — X eine Uberlagerung und sei xo € X. Dann ist
my : Exo X 7T1(X; xO) — ExO/ mp(er [‘X]W) = 5‘6(1)’

wobei &, die eindeutige Hochhebung von a mit &,(0) = e bezeichne, eine 111 (X, xo)-Rechtswirkung
auf Ey,, die sogenannte Monodromiewirkung von p, wobei wir 7t1(X, xo) und Ey, mit den
diskreten Topologien betrachten.

Beweis. Fiir die Stetigkeit der Wirkung gibt es nichts zu zeigen, da die Rdume die dis-
kreten Topologien tragen. Die Eigenschaften einer Rechtswirkung folgt aus den Funk-
toreigenschaften von M, aus Satz/Definition da wir m,, als

my : Mp(x0) X Moryyx) (%o, %0) = Mp(x0), mp([a]w,e) = (My([a]w)(e),

umschreiben konnen. Die beiden Funktoreigenschaften liefern genau die beiden Eigen-
schaften einer Rechtswirkung O

Im Folgenden werden wir stets die Schreibweise als Multiplikation mit ,,-” fiir die Mon-
odromiewirkungen verwenden, wenn klar ist, welche Uberlagerungen gemeint sind.

Definition 8.27. Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum mit
einer G-Rechtswirkung. Die Begriffe Standgruppe, Bahn, transitiv, sowie alle weiteren
Begriffe aus Definition werden fiir die G-Rechtswirkung vollig analog zu denen
fir G-Wirkungen aus Definition definiert. So ist etwa fiir x € X die Standgruppe
von x gegeben durch

Gri={g3€G|x-g=nx}

und analog fiir die anderen Begriffe. Wie fiir G-Wirkungen heifst eine stetige Abbildung
f : X = Y zwischen Riumen mit G-Rechtswirkungen G-iquivariant, wenn

flx-g)=f(x)-g VxeX geG.

Bemerkung 8.28. Man sieht leicht, dass sich die Standgruppe, Transitivitit, ... einer
G-Rechtswirkung sich alternativ als Standgruppe, Transitivitit, ... der zugehorigen G-
Wirkung definieren lassen, die in Bemerkung beschrieben wurde.

1Hierbei wird aus dem Funktor eine Rechtswirkung und keine Wirkung, da die Beziehung zwischen
Multiplikation in 711 (X, xg) und Verkettung in T1(X) durch [a]y - [Blw = [Blw © [#]w gegeben ist.
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Satz 8.29. Sei p : E — X eine Uberlagerung und sei xo € X.
a) Ist E wegzusammenhingend, so ist die Monodromiewirkung von p auf Ey, transitiv.
b) Die Standgruppe der Monodromiewirkung in e € Ey, ist gegeben durch
(711(X, x0))e = p+ (71 (E, €)).
Beweis. a) Seien ey, e; € Ey, beliebig und sei v € P(E,ej,e2). Dannist p oy € Q(X, x9)
und nach Konstruktion iste; - [p o y], = (1) = ez.

b) ,C” Setze G := m (X, xp) und sei [y],, € G, so dass e [y]n = e. Ist ¥, € PE
wieder die Hochhebung von v beziiglich p mit 4,.(0) = e, so ist also J.(1) = e
und damit 4, € Q(E,e). Nach Definition ist p.([Ve]w) = [P © Telw = [Y]w- Also ist
(Ve € p«(7m1(E, €)).

L, D" Istw € Q(X,x0) so dass [a],, € p«(mi(E,e)), so gibt es ein B € Q(E,e) mit
® ~y p o B. Da B eine Hochhebung von p o f mit B(0) = e ist, folgt, dass
e-[aly =e-[poplo=p(1) =e
Also ist [a]y € Ge.
O

Mit den Eigenschaften der Monodromiewirkung aus Satz konnen wir nun aus
allgemeinen Resultaten iiber Gruppenwirkungen aus Abschnitt 5.2 eine interessante
Folgerung iiber die Fasern der Uberlagerung herleiten.

Satz 8.30. Sei E wegzusammenhiingend und p : E — X eine Uberlagerung. Fiir jedes xo € X
und e € Ey, gibt es eine Bijektion

1:1
m1(X, x0)/p«(m1(E, e)) — Ex,.
Beweis. Dies folgt durch Kombination von Satz und Satz[5.33| O

Inbesondere kénnen wir die Blatterzahl von Uberlagerungen mit endlichen Fasern nun
mit Hilfe der Fundamentalgruppen herleiten.

Korollar 8.31. Sei E wegzusammenhiingend und p : E — X eine Uberlagerung, xo € X und
e € Ey,. Falls G := p.(m1(E,e)) endlichen Index |1t1(X, xo) : G| in m1(X, xo) hat, so ist
p: E — Xeine |m1(X, x0) : G|-bliittrige Uberlagerung.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz[8.30] O

Die folgenden zwei Korollare erhalten wir als interessante Anwendungen der letzten
Betrachtungen.

Korollar 8.32. Es ist t1(RP", xo) = Z; fiir jedes xo € RP" und n > 1.
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Beweis. Wir haben in Beispie1(4) gesehen, dass es fiir n > 1 eine zweiblittrige Uber-
lagerung f : S" — IRP" gibt. Da S" fiir n > 1 einfach zusammenhingend ist, folgt
aus Korollar[8.31] dass 711 (RP", x9) genau zwei Elemente hat. Da jede Gruppe mit zwei
Elementen isomorph zu Z, ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 8.33. Ist X einfach zusammenhiingend und p : E — X eine Uberlagerung, so ist p
ein Homoomorphismus.

Beweis. Nach Korollar ist E ebenfalls einfach zusammenhingend. Nach Satz [8.30]
enthilt jede Faser von p genau ein Element, also ist p injektiv. Da p als Uberlagerung
stetig, surjektiv und lokaler Homdomorphismus ist, folgt, dass p ein Homdomorphis-
mus ist. ]

8.4 Klassifikation von Uberlagerungen I: Eindeutigkeit

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir Uberlagerungen iiber einem festen
topologischen Raum klassifizieren. Wir werden sehen, dass sich Uberlagerungen mit
den Untergruppen der Fundamentalgruppe des Raumes in Verbindung bringen lassen
und werden damit eine algebraische Beschreibung der moglichen Uberlagerungen des
Raumes herleiten.

Um préziser zu formulieren, was wir mit Klassifikation meinen, fithren wir zunachst
die Kategorie der Uberlagerungen {iber einem festen Raum ein.

Definition 8.34. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren eine Kategorie Cov(X),
die Kategorie der Uberlagerungen von X, durdﬂ

e die Objekte von Cov(X) sind alle Paare der Form (E, p), wobei E ein topologischer
Raum und p : E — X eine Uberlagerung sei.

e Sind p; : E; — X und p; : E; — X Uberlagerungen, so sei

Morcoy(x) ((E1, p1), (B2, p2)) := {f € C°(E1, E2) | pao f = p1}.

P
Elemente von Morc,,(x)((E1, p1), (E2, p2)) nennen wir eine Abbildung von Uberla-

gerungen von pp nach p,.

e Die Verkettung sei die iibliche Verkettung von Abbildungen, die Identitdten seien
die tiblichen Identitdtsabbildungen.

2Cov steht hier fiir ,,covering”, das englische Wort fiir Uberlagerung.
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Man sieht leicht, dass Cov(X) tatsidchlich eine wohldefinierte Kategorie ist. Im folgen-
den Satz untersuchen wir zunichst Eigenschaften von Abbildungen von Uberlagerun-
gen.

Satz 8.35. Sei X ein topologischer Raum und seien py : Ey — X und p, : Ep — X Uberlage-
rungen.

a) Seien f,g : Ey — Ep Abbildungen von Uberlagerungen von py nach py. Falls Ey zusam-
menhingend ist und es ein e € Eq gibt mit f(e) = g(e), soist f = g.

b) Seien ey € Eq und ey € Ey. Ist Eq zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend, so
ibt es genau dann eine Abbildung von Uberlagerungen f : Ey — Ep von py nach py mit
f(e1) = ey, wenn

(p1)«(mi(Er,e1)) C (p2)«(mm1(Ez, €2)).

¢) Ist f : Ey — Ej eine Abbildung von Uberlagerungen von py nach pa, so ist fiir jedes xo € X
die Abbildung

fliEr)g  (E1)x = (E2)xy

11 (X, xo)-dquivariant beziiglich der Monodromiewirkungen.

d) Sind Ey und Ep wegzusammenhingend, so ist jede Abbildung von Uberlagerungen f :
Ey — Ej von py nach p, selbst eine Uberlagerung.

Beweis. a) Eine Abbildung von Uberlagerungen von p; nach p, ist nach Konstruktion
eine Hochhebung von p; beziiglich p,. Also folgt die Behauptung aus Satz[8.14}

b) Dies folgt mit demselben Argument wie in a) aus Satz[8.20]

c) Seien e € (Eq)y, &« € Q(X,x9) und & € PE; die eindeutige Hochhebung von «
beziiglich p; mit &,(0) = e. Dann ist nach Konstruktion

fle-[alw) = f(@(1)) = (f o) (1),

Da f eine Abbildung von Uberlagerungen ist, ist f o & eine Hochhebung von «
beziiglich p, mit (f o &.)(0) = f(e). Also gilt wegen der Eindeutigkeit von Hochhe-

bungen von Wegen, dass
f(e)- [l = (f o &e)(1),

und damit f(e- [a]y,) = f(e) - [a]w, was zu zeigen war.

d) Wir wollen zunéchst zeigen, dass f surjektiv ist. Sei e, € E; beliebig und sei x :=
p2(e2). Sei ey € (Eq)y beliebig. Da die Monodromiewirkungen auf (E;), und (Ez)x
nach Satz [8.29a) transitiv sind, gibt es ein ¢ € m1(X, x), so dass f(e1) - § = €. Da
fl(g,), nach c) 711 (X, x)-dquivariant ist, folgt f(e1 - ) = e, also liegt e, im Bild von
f. Da e; beliebig gewahlt war, folgt die Surjektivitit von f.

Wir miissen nun eine Umgebung U von e; finden, so dass f -1 (U) die Eigenschaften
einer Uberlagerung erfiillt. Seien U; und U, offene Umgebungen von x, so dass U;
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elementar beziiglich p; und U, elementar beziiglich p; ist. Ist V die Komponente
von U; N Uy, die x enthilt, so ist folglich V elementar beziiglich p; und p». Sei nun
U C E, die Komponente von p,'(V), die e, enthilt. Als Komponente ist U offen
und abgeschlossen in p; (V). Da f~1(p;'(V)) C p;* (V) und es folgt, dass f (V)
offen und abgeschlossen in p; 1(V) ist. Da V elementar beziiglich p; ist, ist daher
f~Y(V) = Ujer Vi fiir geeignetes I. Nach Konstruktion ist p1|y. : V; — V fiir jedes
i € I ein Homdomorphismus, weiterhin ist pa|; : U — V ein Homéomorphismus.
Da fiir f|v, : V; — U gilt, dass f|v, = (p2|u) ! o p1]v, folgt daraus, dass f jedes V;
homoomorph auf U abbildet. Also ist f eine Uberlagerung.

O

Beispiel 8.36. Wir betrachten die Uberlagerungen p,, : St — S!, p,(z) = 2", n € Z ~
{0}. Sei o := [v]w € m (S}, 1), wobei v € Q(S', 1), y(s) = ¢2™. Wir hatten in Bemer-
kung[7.33|gesehen, dass 71 (S',1) = (), dass also ¢ ein Erzeuger von 711 (S!, 1) = Z ist.
Man rechnet leicht nach (Ubung), dass (p,).(c) = ¢. Also ist (p,)«(7r1(S%, 1)) = (")
und mit Satz b) folgt, dass es genau dann eine Abbildung von Uberlagerungen
f : S — S!von p,, nach p, gibt, wenn m durch 7 teilbar ist. Verlangen wir zusitz-
lich, dass f(1) = 1, so folgt aus Satz[8.4la), dass f = p,,/, die eindeutige Abbildung mit
den gewiinschten Eigenschaften ist.

Sl

Sl

Definition 8.37. (1) Sei C eine Kategorie und seien A und B Objekte von C. A und B
heifSen isomorph, wenn es einen Isomorphismus in C zwischen ihnen gibt. Setze

Isoc(A, B) :== {f € Mor¢(A, B) | f ist Isomorphismus}.

Setze
Aute(A) :=1Isoc(A,A).

Die Elemente von Aut¢ (A) heilen Automorphismen von A in C. Aus den Eigenschaf-
ten der Verkettung in einer Kategorie folgt, dass (Autc(A), o) fiir jedes Objekt A
eine Gruppe ist.

(2) Seienp; : E; = Xund py : E; = X Uberlagerungen. f : E;y — Ej heifst Isomorphis-
mus von Uberlagerungen von py nach py, wenn

fe IsoCOV(X)((El,pl),(Ez, p2)) =A{f € C%Ey, E) | p2o f = p1, fist Homdomorphismus}.

p1 und p; heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus von Uberlagerungen von
p1 nach p; gibt, wenn also (Ej, p1) und (Ey, p2) in Cov(X) isomorph sind.
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Unser Ziel ist nun, die Menge der Isomorphieklassen von Uberlagerungen beziiglich des
gerade eingefiihrten Isomorphismusbegriffs zu bestimmen. Die Schliisselrolle spielen
dabei die von Uberlagerungen induzierten Untergruppen der Fundamentalgruppe, de-
nen wir in der folgenden Definition einen Namen geben.

Definition 8.38. Sei p : E — X eine Uberlagerung und ¢ € E. Die Untergruppe
p«(m1(E, e)) von mr1 (X, p(e)) heilt die charakteristische Untergruppe von p in e.

Bemerkung 8.39. Aus Korollar folgt umittelbar, dass p.(mi(E,e)) isomorph zu
m1(E, e) ist, eine Voraussetzung fiir die Existenz einer Uberlagerung p : E — X ist also,
dass 711 (E, e) fiir e € E isomorph zu einer Untergruppe von 71 (X, p(e)) ist.

Satz 8.40. Sei X ein topologischer Raum und seien py : Ey — X und py : Ey — X Uberla-
gerungen, wobei Eq und Ey zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend seien. Seien
e1 € Ey und e; € Ey mit p1(e1) = pa(ez). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt einen Isomorphismus von Uberlagerungen ¢ : Ey — Ep von py nach py mit
p(e1) = en.

(i) (p1)+(m1(E1,e1)) = (p2)«(m1(Ez, €2)).

Beweis. (i) = (ii): Da p1 = p2 o ¢, gilt fiir die induzierten Homomorphismen zwischen
den Fundamentalgruppen, dass (p1)« = (p2)« © ¢«. Folglich ist

(p1)«(m1(E1 e1)) = (p2)« (@ (1(Er,e1))) C (p2)«(mmi(E2, e2)).

Da ¢ Homéomorphismus ist, ist (p2)« = (p1)« © @5 ! und véllig analog folgt, dass

(p2)«(m1(E2,€2)) C (p1)«(m1(E,e1)),

womit (ii) gezeigt wire.

(ii) = (i): Nach Satz b) gibt es Abbildungen von Uberlagerungen ¢ : E; — E; und
¢ : E; — E; mit ¢(e1) = e und ¢(e2) = 1. Dann ist jedoch nach Konstruktion i o ¢
eine Hochhebung von p beziiglich p mit (¢ o ¢)(e1) = e; und ¢ o ¢ eine Hochhebung
von p’ beziiglich p’ mit (¢ o P)(e2) = eo.

Eq E
o 1 (o) 4
IMJ// lpl qow/, J{pz
/ /
ElLX E2LX

Andererseits ist klar, dass idg, eine Hochhebung von p; beziiglich p; mit idg, (e1) = e;
und idg, eine Hochhebung von p, beziiglich p, mit idg,(e;) = ey ist.

Da E und E’ zusammenhingend sind, folgt wegen der Eindeutigkeit von Hochhebun-
gen aus Satz dass Yo ¢ = idg und ¢ o = idp, also ist ¢ ein Homdomorphis-
mus. O
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Aus dem letzten Satz kénnen wir nun folgenden Satz herleiten, der sich von Satz[8.40)
dadurch unterscheidet, dass der Isomorphismus keine Basispunkte erhalten muss.

Satz 8.41. Unter den Voraussetzungen von Satz sind folgende Aussagen idquivalent:
(i) Es gibt einen Isomorphismus von Uberlagerungen ¢ : Ey — Ep.
(i) (p1)«(7t1(Eq1, 1)) und (p2). (711 (Ea, €2)) sind konjugierte Untergruppen von 111 (X, p1(eq)).

Beweis. (i) = (ii): Sei xp := p1(e1) = p2(e2) und €] := ¢(e1). Da ¢ Homdomorphismus

ist, induziert ¢ nach Satz einen Isomorphismus ¢, : 771 (E1, e1) = mt1(Ep, €}). Damit
gilt insbesondere, dass

(p1)«(m1(Er,e1)) = (p2)«(@s(m1(Er 1)) = (p2)«(mm1(Ea, e1)),

es ist also zu zeigen, dass (p2)«(71(E2,€7)) und (p2)«(7t1(Ez, e2)) konjugierte Unter-
gruppen von 711 (X, xp) sind.

Nach Voraussetzung ist E; wegzusammenhingend, wihle daher ein v € P(Ey, e, 7).
Mit der Konstruktion aus Satz[7.6|erhalten wir einen Gruppenisomorphismus

£7 : 7T1(E2,€2) — 7T1<E2,€£).

Setzen wir B := p, oy € PX, soist B(1) = pa(e]) = xp, also B € Q(X, x). Wenden
wir die Konstruktion auf B an, so erhalten wir folgendes kommutative Diagramm von
Gruppenhomomorphismen:

¢
71 (Ep, ) — 11 (Ea, })

(Pz)*l \L(Pz)*
/

7'[1(X, XQ) ?ﬁ- 7T1(X, XO>.

Es ist also £g((p2)«(7t1(E2, e2)) = m1(E2, €}) und da /g gerade die Konjugation mit [f]y,
ist, folgt die Behauptung.
(i) = (i): Sei « € Q(X, xp), so dass

(p1)+(mi(Exe1) = [aly! - (p2)(mi(En 2)) - [ = Ca((p2)s (1 (E2,2)).

Nach Satz gibt es eine Hochhebung & € PE; von « beziiglich p; mit &(0) = e.
Setze e] := &(1). Dann ist analog zum vorigen Schritt

(p2)«(m1(Ez €1)) = (p2)«(La(m1(Ez e2))) = La((p2)«(m1(E2,€2))) = (p1)«(m1(E, e1)).

Also gibt es nach Satz einen Isomorphismus von Uberlagerungen ¢p:E — E. O
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8.5 Klassifikation von Uberlagerungen II: Existenz

Im letzten Abschnitt haben gesehen, dass die Konjugationsklasse der charakteristischen
Untergruppe eine Uberlagerung bis auf Isomorphie eindeutig definiert. In diesem Ab-
schnitt wollen wir nun andersherum fragen: Gegeben eine Konjugationsklasse von Un-
tergruppen von 711(X, x9), gibt es eine Uberlagerung von X, deren charakteristische
Untergruppe in dieser Konjugationsklasse liegt?

Wir beginnen mit der einfachstmoglichen Untergruppe, ndmlich der trivialen.

Definition 8.42. Eine Uberlagerung p : X — X heiflt universelle Uberlagerung von X,
wenn X einfach zusammenhédngend und lokal wegzusammenhéngend ist.

Der Name ,universell” ist durch folgenden Satz begriindet, der zeigt, dass eine univer-
selle Uberlagerung jede andere Uberlagerung des Raumes ebenfalls iiberlagert.

Satz 8.43. Sei X ein topologischer Raum, p : X — X eine universelle Uberlagerung von X und
p' : E — X eine beliebige Uberlagerung von X. Dann gibt es eine Uberlagerung q : X — E, so
dass p = p' oq.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz “b) und d), da p. (1 (X, x)) = {1} fiir jedes
x € X, welches offensichtlich in jeder charakteristischen Untergruppe einer Uberlage-
rung von X enthalten ist. O

Man stellt fest, dass es eine notwendige Zusammenhangsbedingung an X gibt, die er-
fullt sein muss, damit X eine universelle Uberlagerung besitzt, wie wir gleich sehen
werden.

Definition 8.44. Ein topologischer Raum X heifst semilokal einfach zusammenhingend,
wenn jedes x € X eine Umgebung U besitzt, so dass jedes a € Q(U, x) in X nullhomo-
top ist.

Bemerkung 8.45. Alternativ formuliert ist X semilokal einfach zusammenhangend,
wenn jedes x € X eine Umgebung U besitzt, so dass die von der Inklusion j : U — X
induzierte Abbildung j. : 7 (U, x) — m(X,x) trivial ist, also j.(0) = 1 fiir alle
cem(U,x).

Beispiel 8.46. (1) Jedes offene U C IR" ist semilokal einfach zusammenhdngend: wihle
fiir x € U ein e > 0 mit B¢(x) C U. Dann ist jede in B, liegende Schleife nullho-
motop.

(2) Ein Beispiel fiir einen Raum, der nicht semilokal einfach zusammenhéngend ist, ist
der ,Hawaiianische Ohrring*:

H := U aBl G O),
n=1
also die Vereinigung der Kreislinien um (1/7,0) mit Radius 1. Dann hat (0, 0) keine

Umgebung, die in H einfach zusammenhéngend ist, da jede Umgebung von U eine
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Schleife in (0,0) enthilt, die eines der E)B% /n parametrisiert und deshalb in H nicht
nullhomotop ist.

Satz 8.47. Ist X ein topologischer Raum und p : X — X eine universelle Uberlagerung von
X, so ist X semilokal einfach zusammenhingend.

Beweis. Sei x € X und U C X eine elementare Umgebung von x beziiglich p. Wiahle
V C p~}(U),sodass p|y : V — U ein Homdomorphismus ist. Fiir « € Q(U, x) erhalten
wir dann & := (p|y) ' oa € Q(X, %) fiir geeignetes # € V. Nach Voraussetzung ist &
nullhomotop in X. Ist H : [0,1]> — X Weghomotopie von & nach cz, so ist p o H eine
Weghomotopie von « nach cy, also ist « in X nullhomotop. Daraus folgt die Behaup-
tung. [

Um die Notation kurz zu halten, biindeln wir die bei den Klassifikationssatzen fiir
Uberlagerungen benétigten Zusammenhangseigenschaften in einem Begriff.

Definition 8.48. Wir nennen einen topologischen Raum hinreichend zusammenhingend,
wenn er zusammenhéngend, lokal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zu-
sammenhéangend ist.

Man beachte, dass viele ,,schone” Rdume, wie etwas Sphéren und Tori (oder allgemei-
ner zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeiten) hinreichend zusammenhén-
gend sind.

Satz 8.49. Jeder hinreichend zusammenhiingende Raum X besitzt eine universelle Uberlage-
rung. Zwei universelle Uberlagerungen von X sind stets isomorph.

Beweis. Die Isomorphieaussage folgt unmittelbar aus Satz es ist also nur die Exis-
tenz zu zeigen. Zur Vereinfachung werden wir in diesem Beweis die Weghomotopie-
klasse eines Weges <y mit [7] statt mit [7y],, bezeichnen.

Im Folgenden nennen wir eine Umgebung U von x € X eine s-Umgebung, wenn sie
wegzusammenhdngend ist jede Schleife in x, die vollstandig in U liegt, in X nullhomo-
top ist. Da X lokal wegzusammenhdngend und semilokal einfach zusammenhangend
ist, besitzt jeder Punkt in X eine s-Umgebung.

Seinun xg € X fest gewédhlt und definiere

X:={yePX[1(0) =x}/~0, p: X=X p(lr) =120
Da X zusammenhdngend und lokal wegzusammenhédngend und damit insbesondere
nach Satz wegzusammenhdngend ist, ist p surjektiv. Wir wollen nun in mehreren
Schritten eine Topologie auf X definieren und zeigen, dass p beziiglich dieser Topologie
eine universelle Uberlagerung ist.
Schritt 1: Konstruiere eine Topologie auf X.
Fir U C X offen und v € PX mit (0) = xp und (1) € U sei

A u) = {ly+pl e X | pe PU, p0) = v(1)} C X.
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Sei nun
S :={A([v],U) | v € PX, 4(0) = xo, U ist s-Umgebung von (1)} .

Wie man leicht sieht, ist X = Uacs A. Sei daher X mit der von S (als Subbasis) erzeug-
ten Topologie versehen (siehe Satz/Definition [2.15).

Schritt 2: X ist wegzusammenhangend.

Sei %o := [cx,] € X und sei @ € PX mit a(0) = xo. Fiir t € [0,1] sei
ar € PX, w(s) = afts).

Definiere dann f : [0,1] — X, f(t) := [«]. Nach Definition ist klar, dass f(0) = %
und f(1) = [a]. Es bleibt zu zeigen, dass f stetig ist, wozu es nach Satz reicht
zu zeigen, dass f~'(A([y],U)) offen ist fiir jedes A([y],U) € S.Ist to € [0,1] mit
f(to) € A([y],U), soist p(f(to)) = a(ty) € U, also gibt es wegen der Stetigkeit von a
ein 6 > 0 mit (tp — 6,tg +6) C a~1(U).
Nach Definition von A([y],U) gibt es B € PU mit a;, = 7 * B. Sei nun fiir t € [0, 1]
a; € PX gegeben durch
ay(s) = a(ty +s(t —to)).

Da a; eine Umparametrisierung von a|(; n bzw. von a|}; ;) ist (falls t < #o), rechnet man
leicht nach, dass

@y g gy 0y o (7 % B) kg o % (B )

Istnunt € (tg — 6,tp + ), soist a; € PU, also folgt

f(t) =[] = [y (Bxap)] € A([7], U).

Alsoist f 1 (A(y, U)) offen und es folgt die Stetigkeit von f. Damit haben wir zu jedem
[B] € X einen Weg von & nach [f] gefunden, woraus folgt, dass X wegzusammen-
hédngend ist.

Schritt 3: Fiir jedes x1 € X und jede s-Umgebung U von x; ist
priu) = J AL,
[v]€W (x0,x1)
wobei W (xo, x1) = P(X, x0,x1)/ ~.
,D": Nach Definition von p ist klar, dass p(A([y],U)) C U fiir jedes solche A(y, U),
also ist Uy, 5 A([7], U) € p~(U).

,C”: Sei [a] € p~1(U), so dass a(1) € U. Da U wegzusammenhingend ist, gibt es ein
B e P(U,ua(1),x;),also ist

0] = [(axp) =Bl € A(laxplU) e | Ar]U).

[v]eW (x0,x1)
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Schritt 4: Fir x; € X, U eine s-Umgebung von x; und 1, 72 € P(xo, x1) gilt:

A(nlU)NA(rlU) #2 = A(nlU) = A(ln] U).

Sei « € PX mit w(0) = xp und [«] € A([71],U) N A([y2], U). Dann gibt es B4, B2 € PU,
so dass 1 * B1 ~w & > 2 * B2. Mit den iiblichen Eigenschaften von Weghomotopien
folgt, dass

Y1 0 (71% 1) * B1 2w (72 % B2) * B1 ~w Y2 * (B2 * B1).

Da B1(0) = B2(0) = x; und B1(1) = Ba(1) = a(l), ist B x B1 € Q(U, x1). Also ist
B2 * B1 ~uw Cx,, da U eine s-Umgebung ist. Es folgt, dass [y1] = [72], woraus man leicht
folgert, dass A([y1], U) = A([r2], U).

Schritt 5: p: X — X ist eine Uberlagerung.

Aus Schritt 3 folgt insbesondere, dass p stetig ist. Aus den Schritten 3 und 4 folgt, dass
fiir jedes x; € X und jede s-Umgebung U von x; gilt, dass

L Alhlu

[v]ew’

fiir geeignetes W' C W (xo, x1). Es reicht also zu zeigen, dass jedes der A([y], U) von p
homoomorph auf U abgebildet wird. Wihle solch ein A([y], U) und setze

po = plagyu  Allv], U) — U.

Ist x € U beliebig, so gibt es, da U wegzusammenhéngend ist, ein € P(U,y(1), x).
Dann ist po([y * B]) = x, also ist pg surjektiv.

Seien wy,ap € PX, so dass [a1], [a2] € A([y], U) mit po([a1]) =
az(1) =: x1, so gibt B1, B2 € P(U,v(1),x1),so dass [a1] = [y * B
Mit deniiblichen Eigenschaften von Weghomotopien folgt

(1 o2y * P12 v (B x B2) * P = (v * B2) * (B2 * B1) ~w a2 (B2 * B1)-

Da U eine s-Umgebung ist, folgt analog zu Schritt 3, dass B2 * f1 >~ Cx, und damit,
dass [a1] = [a2]. Folglich ist py injektiv.

Da py bijektiv ist und, wie wir indirekt gesehen haben, Mengen aus der Subbasis S auf
offene Mengen abbilden, folgt (Ubung), dass py eine offene Abbildung ist. Also ist pg
ein Homdomorphismus und es folgt, dass p eine Uberlagerung ist.

[ ]) also w1(1) =

po(
1] und [aa] = [ * Bal.

Schritt 6: X ist lokal wegzusammenhingend und einfach zusammenhzngend.

Der lokale Wegzusammenhang von X folgt leicht aus dem lokalen Wegzusammenhang
von X und der Uberlagerungseigenschaft von p (Ubung).

Sei & € (X, %) und sei & := po& € Q(X,xp). Dann ist & eine Hochhebung von «
beziiglich der Uberlagerung p mit &(0) = %o.
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Ist jedoch fiir dieses a die Abbildung f € PX definiert wie in Schritt 2, so ist nach
Konstruktion (p o f)(t) = a(t) und f(0) = [cy,] = %o. Also ist nach der Eindeutigkeit
von Hochhebungen von Wegen f = &. Da & eine Schleife ist, ist folglich auch f eine
Schleife, so dass

%o = [ex] = f(0) = f(1) = [a].

Also ist & 2~ cy, und mit dem Monodrorgiesatz folgt, dass & ~, cg,. Folglich ist X
einfach zusammenhéngend und damit p : X — X eine universelle Uberlagerung. [

Nachdem wir die Frage nach der Existenz universeller Uberlagerungen fiir hinreichend
zusammenhdngende Rdume nun beantwortet haben, stellt sich nun die allgemeinere
Frage, welchen Untergruppen wir analog Uberlagerungen zuweisen kénnen. Der fol-
gende Satz zeigt, dass dies tatsichlich fiir jede Untergruppe von 71 (X, xo) moglich ist,
was wir mit Hilfe der im Beweis von Satz8.49 m 9/konstruierten Uberlagerung zeigen wer-
den.

Satz 8.50. Sei X hinreichend zusammenhingend und xo € X. Dann gibt es fiir jede Unter-
gruppe G C 11(X, xo) eine Uberlagerung p : E — X von X, so dass E wegzusammenhiingend
ist und so dass G = p.(m1(E, ep)) fiir ein ey € Ey,.

Beweis. Sei p : X — X die im Beweis zu Satz konstruierte universelle Uberlage-
rung, es sei also

X={yePX|7(0)=x}/~0, p(r]) =701,

wobei X mit der beschriebenen Topologie versehen sei. (Hierbei schreiben wir wieder
[-] statt [ -], fiir die Weghomotopieklassen.) Wir definieren eine Aquivalenzrelation
auf X, indem fiir je zwei 71, 72 € PX mit 1(0) = 72(0) = x( gelten soll:

[71] ~c [1r2] = 71(1) =72(1) und [y1*7]€G.

Man rechnet leicht nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X definiert, da G eine Un-
tergruppe von 711 (X, xo) ist: die Reflexivitdt von ~ folgt, da 1 € G, die Symmetrie, da
inverse von Elementen aus G wieder in G liegen, und die Transitivitit von ~¢ daraus,
dass Produkte von Elementen aus G wieder in G liegen. Wir setzen nun E := X/ ~G,
versehen E mit der Quotiententopologie und bezeichnen mit v : X — E die kanonische
Projektion. Nach Definition ist klar, dass p([71]) = p([72]) gilt, wenn [y1] ~¢ [72], also
induziert p nach Korollar eine stetige Abbildung g: E — X mit p = go 7.

Wir wollen zeigen, dass q eine Uberlagerung mit charakteristischer Untergruppe G
ist. Seien zundchst 1,72 € PX mit y1(0) = 72(0) = xp und 71(1) = 72(1), also
p([71]) = p([12]), und sei U C X eine s-Umgebung von 71 (1).

Behauptung: Falls es [a1] € A([11],U) und [az] € A([72], U) gibt, so dass 7t([a1]) =
7([aa]), so gilt 7w(A([1], U)) = 7(A([72], U)).
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Beweis der Behauptung. Seien B1,f2 € PU mit ay o~ 1 * f1 und ap >y 2 * Bo. Ist
n([a1]) = m([az]), so gilt a1 (1) = ap(1) und [ag * &2] € G. Berechne, dass

a1 * @2] = [(71 % B1) * (72 % B2)] = [71 % (B1 * B2) * Tal.

(Hierbei haben wir die einfach zu sehende Tatsache benutzt, dass f * ¢ = ¢ * f fiir je
zwei f, g € PX mit f(1) = g(0).) Da B * B2 eine Schleife in U ist, ist sie in X nullhomo-
top und es folgt

(11 72] = [+ @] € G

und damit 77([y1]) = 7([72]). Fiirjedes f € PU mit f(0) = y1(1) = 72(1)) folgt daraus,
dass

[(n*f)*(xfl=Mm*(f*flxsn-]=[n*1n]€G,
also 7t([y1 * f]) = 7([y2 * f]). Daraus folgt die Behauptung. [

Wie wir im Beweis von Satz gesehen hatten, ist

piu = | AW

[vI€W (x0,x1)

Aus der Behauptung folgt nun, dass es ein geeignetes W' C W(xo, x1) gibt, so dass

g ()= || m(A(lv] )

[v]ew’

und aus der Uberlagerungseigenschaft von p folgt, dass g jedes 7t(A([y], U)) homoo-
morph auf U abbildet. Da jeder Punkt eine solche s-Umgebung besitzt, ist g eine Uber-
lagerung.

Seinun ey := 77([cx,]) € E. Um die charakteristische Untergruppe von ¢ in ey zu bestim-
men, miissen wir untersuchen, welche Klassen in 711 (X, xo) durch Bilder von Schleifen
in E repréasentiert werden.

Sei v € Q(X, x) beliebig und sei & € PX die eindeutige Hochhebung von a beziiglich
p mit &(0) = [cy,] und nach Definition von p ist &(1) = [a]. Nach Konstruktion ist § :=
o & € PE die eindeutige Hochhebung von a beziiglich ¢ mit f(0) = (&(0)) = ep. B
ist genau dann eine Schleife, wenn 77(&(1)) = e, also [a] ~¢ [cy,], was dquivalent zu
a € Gist. Also ist g.(711(E,e9)) = G, so dass g tatsachlich die gesuchte Uberlagerung
ist. O

Fassen wir nun die Resultate aus diesem und dem vorherigen Abschnitt zusammen, so
erhalten wir folgenden allgemeinen Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen.

Satz 8.51. Ist X ein hinreichend zusammenhingender Raum, so induziert die Zuordnung der
charakteristischen Untergruppe zu einer Uberlagerung eine Bijektion

{Isomorphieklassen wegzusammenhingender Uberlagerungen von X} RN

{Konjugationsklassen von Untergruppen von 1 (X, xo) }.

167



Beispiel 8.52. (1) Mit diesem Wissen konnen wir nun die Uberlagerungen von S! voll-
standig klassifizieren. Aus der Algebra wissen wir, dass jede nichttriviale Unter-
gruppe von 711 (S!,1) = (¢) von der Form G, := (¢") fiir n € N ist. Jedes G, bildet
eine eigene Konjugationsklasse. Weiterhin haben wir in Beispiel 8.36 gesehen, dass
fiir jedes n € IN eine Uberlagerung mit charakteristischer Untergruppe G, gegeben
ist durch p,(z) = z". Weiterhin ist ¢ : R — S1, ¢(s) = 2%, eine universelle Uber-
lagerung von S'. Also folgt aus Satz 8.50 “ Jede Uberlagerung von S! ist isomorph
zu einer der Uberlagerungen

Pn : Sl — Sl, pn(z) — Zn, ne N, @ R — Sl, (P(S) — 6271'1'5‘

(Falls sich jemand wundert, wo die Uberlagerungen p-n(z) = z " firn € N ge-
blieben sind: fiir jedes n € N ist ¢ : S' — S!, p(e?) = ¢7, ein Isomorphismus von
Uberlagerungen von p, nach p_.)

(2) Jede Uberlagerung von RP", n > 1, ist entweder ein Homdomorphismus oder iso-
morph zu f : S" — RP", f(x) = Rx. Dies folgt aus Satz Korollar und
Korollar da 711 (RP") = Z, nur Z; und {1} als Untergruppen hat.

8.6 Deckbewegungsgruppen

Nachdem wir uns ausfiihrlich mit Isomorphien von Uberlagerungen beschéftigt haben,
wollen wir uns in diesem Abschnitt die Automorphismen von Uberlagerungen anschau-
en, d.h. die Isomorphismen von einer Uberlagerung zu sich selbst. Wir werden sehen,
dass auch diese Isomorphismen eng mit der Fundamentalgruppe verbunden sind und
die charakteristische Untergruppe einer Uberlagerung eine sehr wichtige Rolle dabei
spielt. Schliefslich werden wir die Resultate anwenden, um die Fundamentalgruppen
von Bahnenrdaumen eigentlich diskontinuierlicher Gruppenwirkungen zu bestimmen.

Definition 8.53. Ist p : E — X eine Uberlagerung, so ist die Deckbewegungsgruppe von p
gegeben als die Automorphismengruppe

D(E, p) := Autcoyx)(E, p) ={f : E — E | f ist Homdomorphismus mit po f = p},

versehen mit der Verkettung von Abbildungen als Gruppenoperation. Elemente von
D(E, p) heiflen Deckbewegungen von E.

Bemerkung 8.54. Man beachte, dass fiir jede Deckbewegung f : E — E insbesondere
gilt, dass f(Ey) C E, fiir alle x € X, dass sich f also fiir jedes x € X zu einer Abbildung
fx : Ex = Ey einschrdnken ldsst.

Bevor wir die Eigenschaften der Deckbewegungsgruppe untersuchen, schauen wir uns
eine Klasse von Uberlagerungen an

Satz 8.55. Sei G eine diskrete Gruppe und X ein zusammenhiingender Raum mit einer eigent-
lich diskontinuierlichen G-Wirkung. Dann gilt fiir die Uberlagerung p : X — X/ G, dass

D(X,p) = G.
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Beweis. In Satz 8.6/ haben wir gesehen, dass p : X — X/G eine wohldefinierte Uber-
lagerung ist. Nach Definition gilt fiir jedes ¢ € G, dass po{, = p, wobei wieder
by X — X, le(x) = g-x. Alsoist {{; | ¢ € G} C D(X,p) und es ist leicht zu
sehen, dass @ : G — D(X, p), ®(g) = £, ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sind g,h € G mit ®(g) = P(h), also £, = ¢}, so wiirde insbesondere fiir jedes offene
U C X gelten, dass £o(U) N £,(U) # @, also

(g-)nh-U)#2 = (b9 -U)NU+#a.

Da die G-Wirkung jedoch eigentlich diskontinuierlich ist, folgt daraus, dass i~ 1g = ¢,
also ¢ = h. Folglich ist ® injektiv.

Ist f € D(X,p) und x € X, so gilt insbesondere, dass p(f(x)) = p(x). Nach Definition
von p bedeutet dies jedoch, dass es ein g € G gibt mit f(x) = g - x = £¢(x). Dann folgt
jedoch aus Satz a), dass f = £, = ®(g), also ist @ surjektiv. O

Nun schauen wir uns Eigenschaften von Deckbewegungen an.
Satz 8.56. Sei E zusammenhingend und p : E — X eine Uberlagerung.

a) Ist D(E, p) mit der diskreten Topologie versehen, so ist

D(E,p) xE—=E, (f,e)— f(e),
eine freie und eigentlich diskontinuierliche D(E, p)-Wirkung auf E.

b) Seien ej,ep € E mit p(e1) = p(ez). Ist E lokal wegzusammenhiingend, so gibt es genau
dann ein f € D(E, p) mit f(e1) = ez, wenn p.(m1(E,e1)) = p«(m1(E, e2)).

Beweis. a) Setze G := D(E, p). Man rechnet leicht nach, dass die Eigenschaften einer
G-Wirkung erfiillt sind. Seie € E und f € G,, es gelte also f(e) = e. Da E zusam-
menhingend und f insbesondere eine Abbildung von Uberlagerungen von p nach
p ist, folgt aus Satz a), dass f = idg, da idg dieselbe Eigenschaft hat. Also ist die
Wirkung frei.

Sei U C X elementar beziiglich p und sei p~!(U) = |J;c; V;, wobei jedes V; von p
homéomorph auf U abgebildet wird. Wéhle ein festes V;,. Sei f € D(E,p) und e €
Viy, so dass f(e) € Vj,. Da f € D(E, p), ist dann p(f(e)) = p(e). Da ply, : Vi, = U
ein Homoomorphismus ist, folgt f(e) = e, was nur fiir f = idg erfiillt sein kann, da
wir bereits gesehen haben, dass die Wirkung frei ist. Also ist f(V;,) NV}, = @ fiir
alle f € D(E, p) \ {idg}. Dajedes e € E eine Umgebung dieser Form besitzt, folgt,
dass die Wirkung eigentlich diskontinuierlich ist.

b) Dies folgt unmittelbar aus Satz
O

Als Nichstes fithren wir eine Klasse von Uberlagerungen ein, fiir die sich Deckbewe-
gungsgruppen besonders natiirlich verhalten, wie wir im Folgenden sehen werden.
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Definition 8.57. Eine Uberlagerung p : E — X heif3t normal oder regulir, wenn p.. (71 (E, ¢))
fiir ein e € E eine normale Untergruppe von 711(X, p(e)) ist.

Um normale Uberlagerungen und Deckbewegungsgruppen zusammenzubringen, fithren
wir zunéchst ein kleines technisches Lemma ein.

Lemma 8.58. Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum mit einer G-
Rechtswirkung. Fiir die Standgruppen der Rechtswirkung gilt, dass

ng.gg’l =Gy, YxeX geG.
Beweis. Nach den Eigenschaften einer Rechtswirkung ist
Grg=1{heG|(x-g)-h=x-g}
={heGlx-gh=x-g}
={heG|x-ghg'=x-gg! =}
={heG| ghg_1 € Gy} = g_lGxg,
woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O

Das vorangegangene Lemma werden wir im Beweis des folgenden Satzes auf die Mon-
odromiewirkung anwenden.

Satz 8.59. Sei E wegzusammenhiingend und p : E — X eine Uberlagerung.

a) Sind ej,ep € E mit p(e1) = p(ep), so sind p.(mr1(E,e1)) und p.(m1(E, e2)) konjugierte
Untergruppen von 11 (X, p(e1)).

b) Ist p normal, so gilt fiir alle e1, e; € E mit p(e1) = p(e2), dass
p«(mi(E e1)) = pi(mi(E, e2))-

Beweis. a) Seix := p(e1) = p(e2). Da E wegzusammenhéngend ist, ist nach Satz[8.29]a)
die Monodromiewirkung von 71 (X, x) auf Ey transitiv. Nach Lemma sind da-
her alle Standgruppen der Wirkung konjugiert zueinander. Nach Satz[8.29b) ist die
Standgruppe der Wirkung in e € E, gerade p.(m(E,e)), also sind insbesondere
p«(m1(E, e1)) und p. (711 (E, e2)) konjugiert zueinander.

b) Da jede normale Untergruppe eine eigene Konjugationsklasse bildet, folgt aus a)
und der Normalitdt von p, dass p.(71(E,e1)) = p«(1(E, e2)).
O

Satz 8.60. Sei E zusammenhiingend und lokal wegzusammenhingend und sei p : E — X eine
Uberlagerung. p ist genau dann normal, wenn fiir alle x € X die Einschriinkung der D(E, p)-
Wirkung auf E transitiv ist, d.h. fiir alle e1, e € E, gibt es ein f € D(E, p) mit f(e1) = es.

Beweis. ,,=": Dies folgt durch Kombination von Satz b) mit Satz b).
,<=": Dies ist Ubungsaufgabe 4 von Blatt 14. O
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Korollar 8.61. Sei G eine diskrete Gruppe und X zusammenhingend und lokal wegzusam-
menhingend mit einer eigentlich diskontinuierlichen G-Wirkung. Dann ist p : X — X/ G eine
normale Uberlagerung.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz da fiir jedes x € X gilt, dass

p~ ({p(x)}) = Gx,
auf welchem D(E, p) transitiv wirkt, da {/; | ¢ € G} = D(E, p). O

Im Folgenden bezeichnen wir fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe H C G den
(aus Algebra I bekannten) Normalisator von H in G mit Ng(H).

Satz 8.62. Sei E zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend und sei p : E — X
eine Uberlagerung. Sei xo € X und ey € Ey,. Sei H := p.(111(E, eo)) die charakteristische
Untergruppe von p. Dann gilt:

D(E, p) = an(X,xo)(H)/H'

Beweis. Seiwn € (X, x9) und seix & € PE die eindeutige Hochhebung von a mit «(0) =
eg- Wie wir im Beweis von Satz gesehen haben, gilt

p«(la(mi(E, e0))) = Lu(ps(m1(E, e0))) = [a],' - H - [a]o.,
Mit Satz[7.6|folgt daraus, dass
p«(m(E,&(1))) = [w]y," - H- [a]o

Also gilt [a] € Ny, (x,+,)(H) genau dann, wenn p, (1 (E,&(1))) =
56| dquivalent ist zur Existenz eines eindeutigen f, € D(E, p) mit f,(e
niere nun

H, was nach Satz
(eg) = &(1). Defi-

¢ Ny (x4) (H) = D(E,p),  ¢([a]w) = fa:
¢ ist wegen des Monodromiesatzes wohldefiniert. Seien nun a, § € Q(X, x) mit [a]y, [Blw €
Nr, (x,xo)(H) und seien &, B € PE Hochhebungen von a bzw. B mit &(0) = B(0) = ep.
Da f, eine Deckbewegung ist, ist dann & * (f, o B) eine in ey beginnende Hochhebung
von a * f3, also ist
Dann ist

—~
o)
—~
=,
g
~—
~—
—~
=
—~
—_
~—
~ ~— ~—
—~
S
—
2
g
~
~—
—~
—~
S
—~
=
~
~—
—~
)
(=)
~
~—

dass

¢([a]w - [Blw) = ¢([a]w) © o([Blw),
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also dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sei nun f € D(E, p) beliebig. Da E wegzusammenhingend ist, konnen wir einen Weg
v € P(E, ey, f(eo)) finden und man rechnet nach (Ubung), dass f = ®([p o 7]w). Also
ist @ surjektiv. Da ® surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, folgt daraus, dass ®
einen Isomorphismus induziert:

Ny, (x,x) (H)/ ker ® = D(E, p).
Nach Satz a) gilt genau dann ®([a],) = fy = idg, wenn
f,x(EO) =€y = 56(1) = €y,

wenn also [a],, in der Standgruppe der Monodromiewirkung liegt. Nach Satz [8.29b)
folgt damit
ker® = p.(m1(E,e0)) = H.

Also haben wir die Behauptung gezeigt. O

Korollar 8.63. Sei E zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend und sei p : E — X
eine Uberlagerung.Sei xo € X.

a) Ist p normal und e € Ey,, soist D(E, p) = m1(X, x0)/p«(m1(E,e)).
b) Ist E einfach zusammenhiingend, so ist D(E, p) = m1(X, xp).
Beweis. a) Dies ist der Spezialfall Ny, (x,x) (p«(71(E, €))) = 7m1(X, xo) von Satz[8.62}

b) Dies ist der Spezialfall p, (71 (E, e)) = {1} von Satz[8.62]
0

Korollar 8.64. Ist G eine diskrete Gruppe und X ein einfach zusammenhingender und lokal
wegzusammenhingender Raum mit einer eigentlich diskontinuierlichen G-Wirkung, so ist fiir
x € X/G:

m(X/G,x) = G.

Beweis. Dies folgt aus Korollar und Satz O

Bemerkung 8.65. Aus Korollar lasst sich ein alternativer Beweis dafiir herleiten,
dass 711 (RP") = Z, fiir n > 1. Wie wir in Beispiel 5.12](2) gesehen haben, ist RP" ho-
moomorph zum Bahnenraum einer Z,-Wirkung auf S” und es ldsst sich leicht zeigen,
dass diese eigentlich diskontinuierlich ist.

Beispiel 8.66. Sei G C Aut(R?), G = ({a,b}), die von den Homéomorphismen

atoy)=(x+Ly),  bloy)=00-xy+1),
erzeugte Untergruppe. Ist G mit der diskreten Topologie versehen, so ist

GxR*—=R% (f, (xy))— f(x,y),
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eine G-Wirkung auf R2. Da [ja(x,y) — (x,y)|| = 1 und ||b(x,y) — (x,y)|| > 1 fiir alle
(x,y) € R? ist die Wirkung eigentlich diskontinuierlich, also folgt aus Korollar [8.64]
dass

m(R?/G) = G.

Den Raum IR? /G kennen wir jedoch schon: malen wir uns ein Schaubild mit allen Qua-
draten der Form [k, k + 1] x [I,] + 1] auf, wobei k, I € Z, und betrachten, welche Kanten
der Quadrate mit welchen anderen identifiziert werden, so folgert man, dass die Inklu-
sion i : [0,1]> <= R? einen Homémorphismus zwischen der Kleinschen Flasche K und
R?2/G induziert. Wir haben also gezeigt, dass

sl (K) =~ G.
Korollar 8.67. Der 2-Torus T? und die Kleinsche Flasche K sind nicht homotopieiiquivalent.

Beweis. Wir haben in Korollar gesehen, dass 71; (TZ) >~ 72 also insbesondere abelsch
ist. 711 (K) ist jedoch nicht abelsch: in der Notation des vorigen Beispiels ist

(@ob)(x,y) =a(l-x,y+1)=Q2-xy+1), (boa)(xy)=blx+1y)=(-xy).

Alsoistaob # boa,so dass 711 (K) nicht abelsch sein kann. Folglich ist 711 (T?) % 71 (K),
so dass T? und K nach Satz nicht homotopiedquivalent sein konnen. O
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Kapitel 9

Ausblick

In diesem kurzen Kapitel wollen wir nur einen kurzen Ausblick auf einige Themen
geben, die wir entweder aus Zeitgriinden nicht mehr geschafft haben oder die man im
Anschluss an den Vorlesungsstoff weiter betrachten konnte.

Der Satz von Seifert und van Kampen

Diesen Satz habe ich in den ersten Videos zwar grofispurig angekiindigt, es aber leider
doch nicht mehr geschafft, ihn zu besprechen. Ich mochte ihn dennoch zumindest kurz
angeben

Seien G; und G, Gruppen. Das freie Produkt von G1 und G, ist gegeben als
G x Gy := {(gl,...,gn) ’ n € N, 81,---,8n € G1UG2}/N,

wobei ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf der betrachteten Menge ist, fiir die gilt,
dass

(g1/~ . ~/gi71/gi/gi_1/gi+1/- . '/gi’l) ~ (gll' . '/gl'*llglq*ll' . ~/gn)/
(g1/~ . -/gz'fl/ 1611gi+1/' . -/gn) ~ (81/- . '/gl'fllgl?l»l/' . '/gn)/
(g1/~ . '/gifll 1G21gi+1/' . /gn) ~ (gll- . '/gifllgl?l»l/' . -/gn)/

furallen e N,i e {1,...,n},81,...,8« € G1 U Gy. Die Operation

(gll--~/gn> : (h1/~~/hm) = (gll"'/gn/hl/"'/hm)

induziert eine Gruppenstruktur auf G; * Gs.

Mit Hilfe dieses freien Produkts ldsst sich nun ausdriicken in wie weit sich die Fun-
damentalgruppe eines Raumes aus Fundamentalgruppen einer Uberdeckung zusam-
mensetzt.
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Satz 9.1 (Satz von Seifert und van Kampen, einfache Version). Sei X ein topologischer
Raum, U,V C X offen mit X = UUV und UNV # @, sodass U,V und U NV wegzusam-
menhingend sind. Seieni: UNV — Uund j: UNV — V die Inklusionen.

Fiir xo € UNV ist dann

m (X, x0) = (m (U, x0) * 11(V,x0)) /N,
wobei N die kleinste normale Untergruppe von 1t1 (U, xo) * 711(V, x0)) sei, die die Menge
{i.(0) - (ju(0)) 7V € (U, x0) * 11 (V,x0) | ¢ € my(UNV,x0)}
enthilt.

In der allgemeinen Version des Satzes von Seifert und van Kampen erhilt man eine
dhnliche Formel fiir beliebige offene Uberdeckungen X = U;c; U;, deren Elemente
,schone” Schnitteigenschaften haben.

Hier ist eine weitere einfache Anwendung des Satzes von Seifert und van Kampen,
ndmlich die Berechnung der Fundamentalgruppe von Einpunktvereinigungen.

Korollar 9.2. Seien X und Y wegzusammenhiingende topologische Riume und sei X V'Y ihre
Einpunktvereinigung. Dann ist

m(XVY) = m(X)*m(Y).

Details zum Satz von Seifert und van Kampen findet man etwa in bei Allen Hatcher,
Algebraic Topology, Abschnitt 1.2.

Mannigfaltigkeiten

Ein grundsitzlicher Ansatz, dem man mit unserem Vorwissen folgen kann ist die Ein-
schrankung auf Klassen von topologischen Rdumen mit ,,schonen” Strukturen und der
Versuch, diese innerhalb ihrer Klasse weiter zu unterklassifizieren. Die meiner Mei-
nung nach schonste Klasse topologischer Rdume ist die der Mannigfaltigkeiten.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ein zweitabzdhlbarer Hausdorff-Raum, in dem
jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge von
R" ist. Wir haben in der Vorlesung bereits einige Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten ge-
sehen. Zum Beispiel sind S"” oder T" stets n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Es lasst
sich auch zeigen, dass RP" stets eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Die Klein-
sche Flasche ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Eine grundsétzliche Frage ist nun, wie sich alle Mannigfaltigkeiten einer festen Dimen-
sion bis auf Homoomorphie klassifizieren lassen. Kompakte zweidimensionale Man-
nigfaltigkeiten lassen sich etwa bis auf Homdomorphie durch ihre Fundamentalgrup-
pen Kklassifizieren (dies ist eine schone Anwendung des Satzes von Seifert und van
Kampen). Fiir beliebige Dimensionen ist diese Frage jedoch weitaus komplexer und
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schwierig zu beantworten.

Fiir Details zu topologischen Mannigfaltigkeiten empfehle ich: John M. Lee, Introduction
to Topological Manifolds.

Faserbiindel

Seien F, E und B topologischer Rdume. p : E — B heifst Faserbiindel mit Faser F, wenn
jeder Punkt in B eine offene Umgebung U besitzt, fiir die es einen Homdomorphismus

¢:p~ 1 (U) S U x F gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert:
1 ¢
po(U) ==UxF

p|p_1(u)i pry
u

Faserbiindel sind also Raume, die lokal wie Produkte von zwei Rdumen aussehen, als
ganzes aber kein Produkt sein miissen. Ein Beispiel dafiir ist das Mobiusband M. Die
Projektion auf den , Mittelkreis” p : M — S1 ist ein Faserbiindel mit Faser [0,1]. Kleine
Ausschnitte des Mobiusband sehen aus wie das Produkt zweier Intervalle, das Mobi-
usband als Ganzes ist jedoch kein Produkt, da es eine ,,Verdrehung” enthalt.

Faserbiindel lassen sich also als , verdrehte Produkte” auffassen und man kann sich
viele Gedanken dariiber machen, auf welche Arten und Weisen sich Riume derart ver-
drehen lassen und wie fiir ein Faserbtindel p : E — B die Topologie von E durch die
Topologien von B und F und der Abbildung p bestimmt werden.

Ist B zusammenhdngend und F diskret, so ist ein Faserbiindel p : E — B mit Faser F
nichts anderes als eine Uberlagerung. Ahnlich wie bei Uberlagerungen kann man da-
her iiber Hochhebungen von Abbildungen usw. nachdenken.

Mehr tiber Faserbiindel findet man etwa in: Gerd Laures/Markus Szymik, Grundkurs To-
pologie, Kapitel 9.
Hohere Homotopiegruppen

Fir n € N schreiben wir 1, := (1,0,0,...,0) € S". Ist X ein topologischer Raum und
xg € X, so ist die n-te Homotopiegruppe von X in x( als Menge definiert durch

(X, x0) == [S", 1, X, x0] = {f € C°(S", X) | f(1,) = xo}/ ~.

Die Gruppenstruktur aus 71,(X, xo) erhédlt man dadurch, dass man durch Kollabieren
des Aquators eine Abbildung v : $* — S?V S? bekommt, die jeweils Nord und Siidhalb-
kugel der Sphire auf eine der beiden Sphéren in S? VV 5% abbildet. Sind f, ¢ € C°(S", X)
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mit f(1,) = g(1,) = xo gegeben, so erhilt man eine Abbildung f V g : S> — X, indem
man zundchst v anwendet und dann f auf der einen und g auf der anderen Sphére
verwendet. Diese Operation verallgemeinert die Konkatenation von Schleifen und in-
duziert ein Produkt auf 77, (X, xp).

Wéahrend Homotopiegruppen sich wie gerade gesehen leicht definieren lassen, haben
sie einen gravierenden Nachteil: sie lassen sich nur sehr schwer ausrechnen. In der alge-
braischen Topologie untersucht man daher oft zunédchst singuldre Homologiegruppen
topologischer Raume, deren Konstruktion zwar deutlich aufwandiger ist, die sich je-
doch deutlich leichter durch verschiedene Sdtze und Techniken berechnen lassen und
aus denen man bereits sehr viele Informationen tiber den Raum erhiilt.

Eine gut lesbare Einfithrung in hohere Homotopiegruppen findet man in Chapter 4 von
Allen Hatcher, Algebraic Topology.
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Anhang A

Exkurse

A1 Netze und Moore-Smith-Konvergenz

In den Abschnitten 1.4 und 4.2 im Hauptteil haben wir gesehen, dass sich Begriffe wie
Abschluss, Stetigkeit und Kompaktheit in Topologien mit gewissen Abzihlbarkeitseigen-
schaften dquivalent durch Konvergenz von Folgen ausdriicken lassen, dass diese Aqui-
valenz aber fiir allgemeine topologische Raume nicht gelten muss.

Netze in topologischen Raumen sind Verallgemeinerungen von Folgen, fiir die sich ein
verallgemeinerter Konvergenzbegriff einfiithren lasst. Mit Hilfe des Formalismus der
Netze die Begriffe Abschluss, Stetigkeit und Kompaktheit fiir allgemeine topologische
Rdume dquivalent durch Konvergenz von Netzen ausdriicken, indem wir also zu einem
allgemeineren Konvergenzbegriff tibergeshen.

Netze sind dabei eng verwandt mit den in Abschnitt 4.6 betrachteten Filtern. Diesen
Zusammenhang werden wir weiter unten ndher beleuchten.

Definition A.1. Eine Menge I heifst gerichtet, wenn auf ihr eine Relation < mit den
folgenden Eigenschaften definiert ist:

(i) (Reflexivitat)i <iflirallei € I.
(ii) (Transitivitat) Isti; < i und ip < i3, soisti; < i3.
(iii) Firalleiy,ip € I gibteseiniz € I miti; <izundip <is.
Schreibe i1 > iy, wenn i < 7y gilt.
Beispiel A.2. (1) N, Z, Q und R sind gerichtete Mengen mit der iiblichen Relation <.

(2) Sei X ein topologischer Raum. Fiir jedes x € X ist der Umgebungsfilter /(x) eine
gerichtete Menge mit der Operation

p<u & U, O Us.
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(3) Sei [a, b] ein Intervall. Die Menge der Zerlegungen von [a, ],
Z:={(x0,x1,...,%n) [ nEN, a=x)<x1<---<x, =b}
ist eine gerichtete Menge mittels

(X0, X1, xn) < (Yo, Y1, ym) & {xo, X1, X} C{yo, Y1, Ym}-
Eine Folge in X ist nach Definition nichts anderes als eine Abbildung N — X. Allge-
meiner wollen wir nun Abbildungen auf beliebigen gerichteten Mengen betrachten.

Definition A.3. Sei X ein topologischer Raum.

(1) Ein Netz in X ist eine Abbildung ® : I — X, wobei I eine gerichtete Menge sei.
Schreibe auch (®(i));c; statt P.

(2) Sei x € X. Ein Netz (x;);c; konvergiert gegen x € X, wenn es fiir jede Umgebung
U von x ein ig € I gibt, so dass x; € U fiir alle i € [ mit i > ip. Diese Form von
Konvergenz heiflt auch Moore-Smith-Konvergenz. Schreibe dann (x;);c; — x.

Beispiel A.4. Sei X ein topologischer Raum.

(1) Jede Folge in X ist ein Netz in X. Aufierdem konvergiert eine Folge genau dann
gegen x € X, wenn sie im Sinne von Definition[A.3](2) gegen x konvergiert.

(2) Wihle fiir U € U(x) ein xy € U. Dann konvergiert das Netz (xu)yey(x) gegen x.
(3) Sei wieder Z die Menge der Zerlegungen von [a,b] und sei f : [a,b] — R. Wir
betrachten die folgenden beiden Netze:

n

Q1 :Z =R, Pi(xo,x1,...,%) =) (xi—xi_1) sup f,

[xi—1,%;]

—_

i=
@2:2—>R, @2(360,3(1,...,3(”) = Z(xi—xi,l) inf f
i1 [xi1,xi]
f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn ®; und @, gegen denselben Wert ¢

konvergieren, dann ist ¢ = | ab f(x)dx.

Der folgende Satz verallgemeinert Satz in welchem wir fiir erstabzdhlbare Rdume
den Abschluss einer Menge durch Grenzwerte von Folgen charakterisiert haben.

Satz A.5. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X. Dann gilt:
A = {x € X | es gibt ein Netz in A mit (x;)jc; — X} .

Beweis. ,,C": Sei x € A. Nach Satz[1.23|gilt dann fiir jedes U € U(x), dass UN A # @.
Wahlen wir fiir jedes U € U(x) ein xy € UN A, soist (xu)ycu(x) ein Netzin A, welches
gegen x konvergiert.

, D" Ist (x;)ic ein Netz in A, welches gegen x konvergiert, so enthilt nach Definition
der Konvergenz jedes U € U(x) ein Element des Netzes. Also ist U N A # & fiir jedes
U € U(x) und nach Satz[l.23)folgt x € A. O
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Wir haben in Satz gesehen, dass die Grenzwerte von Folgen in Hausdorff-Rdumen
stets eindeutig sind. Der folgende Satz zeigt, dass sich die Hausdorff-Eigenschaft sogar
durch die Eindeutigkeit der Grenzwerte von Netzen charakterisieren ldsst.

Satz A.6. Ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn der Grenzwert
jedes konvergenten Netzes in X eindeutig ist.

Beweis. ,=": Dies folgt vollig analog zu Satz[3.35

,<=": Nehme an, dass X kein Hausdorff-Raum ist und seien x, y € X mit x # y Punkte,
die keine disjunkten offenen Umgebungen besitzen. Sei dann [ := U (x) x U(y). I ist
eine gerichtete Menge mit der Relation

(UvV)<@W,v') = UclunanVcCV.

Nach Annahme ist UNV # @ fir alle (U, V) € I, sei daher @ : [ — X ein Netz mit
(U, V) e UNYV fur alle (U, V) € I. Sei nun W eine beliebige Umgebung von x. Ist
V € U(y) beliebig, so ist (W, V) € W. Fur alle (U’, V') € I mit (W, V) < (U, V') ist
dann (U, V') e U'NV' € WNV C W. Also konvergiert ® gegen x. Vollig analog
zeigt man, dass ® auch gegen y konvergiert. Daraus folgt die Behauptung. O

In Satz haben wir gesehen, dass Stetigkeit und Folgenstetigkeit zwar fiir erstab-
zdhlbare Raume dquivalent sind, dies im Allgemeinen jedoch nicht der Fall ist. Als
Néachstes werden wir sehen, dass Netze hierfiir Abhilfe schaffen und dass Stetigkeit im
Allgemein dquivalent zu ,Netzstetigkeit” ist.

Satz A.7. Seien X und Y topologische Riaume. Eine Abbildung f : X — Y. f ist genau dann
stetig in x € X, wenn fiir jedes Netz (x;)ic; mit (x;)ie; — x gilt, dass (f(x;))ie; — f(x).

Beweis. ,=": Dies folgt vollig analog zu Satz

,<=":Nehme an, dass f in x nicht stetig ist. Dann gibt es eine offene Umgebung V C Y
von f(x), so dass A := f (V) keine Umgebung von x ist. Dann ist U ¢ A fiir alle
U € U(x). Wahle dann fiir jedes U € U(x) ein xy € U \ A und betrachte das Netz
(xu)ueu(x)- Wie oben betrachtet konvergiert (xu) ey (x) gegen x, nach Konstruktion ist
jedoch f(xy) ¢ V fur alle U € U(x). Damit folgt, dass das Netz (f(xu))ueu(x) nicht
gegen f(x) konvergiert. Also folgt die Behauptung. O

In Abschnitt 4.6 haben wir bereits die Konvergenz von Filtern eingefiihrt und durch
diesen verallgemeinerten Konvergenzbegriff Kompaktheit neu formulieren konnen. Es
stellt sich nun heraus, dass der Zugang durch Filter und der Zugang durch Netze tat-
sdchlich dquivalent zueinander sind. Dies wollen wir im Folgenden weiter ausfiihren
und zum Ende den Kompaktheitsbegriff durch Netze ausdriicken.

Sei X ein topologischer Raum. Jedem Netz (x;);c; in X kénnen wir einen Filter auf X
zuordnen durch

}'((xi)iel) = {U cX | dip € I mitx; € UVi > 10}

Die folgende Aussage ist leicht zu sehen, wir {iberspringen deshalb ihren Beweis.
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Satz A.8. Sei X ein topologischer Raum, (x;)ic; ein Netz in X und x € X. (x;);c; ein Netz in
X. (xi)ic1 konvergiert genau dann gegen x, wenn der Filter F ((x;)ic]) gegen x konvergiert.

Umgekehrt konnen wir nun Filtern Netze zuordnen. Sei F = (F;);¢; ein Filter auf X,
wobei I eine beliebige Indexmenge sei. Wir definieren eine Relation auf I durch .

i1 <ip & Pi1 > Fiz- (A1)

Reflexivitat und Transitivitdt von < sind klar. Eigenschaft (iii) einer gerichteten Menge
folgt aus Eigenschaft (iv) eines Filters: fiir alle i1, i, € I gibt es nach dieser ein i3 € [ mit
F, = F, N F,. Insbesondere gilt also F;, C F, und F, C F,, also i1 < i und i1 < i3.
Folglich ist I eine gerichtete Menge.

Waihlen wir nun fiir jedes i € I ein beliebiges x; € I, so ist durch (x;);c; ein Netz
definiert. Ein solches Netz nennen wir mit F assoziiert. Auch der folgende Satz folgt
direkt aus den Definitionen, weshalb wir seinen Beweis ebenfalls {iberspringen.

Satz A.9. Sei X ein topologischer Raum und x € X. Ist F ein Filter auf X, der gegen x
konvergiert, so konvergiert jedes mit F assoziierte Netz gegen x.

Definition A.10. Sei X ein topologischer Raum und (x;);c; ein Netz in I.

(1) Sei A C X. (x;)ies liegt schliefSlich in A, wenn es ein iy € I gibt, so dass x; € A fiir
allei € I miti > ipi.

(2) (x7)ies heiSt universell, wenn fiir jedes A C X gilt, dass (x;);e; schlieflich in A oder
schliefilich in X \ A liegt.

Satz A.11. Sei X ein topologischer Raum.

a) Ist (x;)ic ein universelles Netz, so ist F ((x;)icy) ein Ultrafilter.

b) Ist F ein Ultrafilter, so ist jedes mit F assoziierte Netz universell.

Beweis. Beide Teile folgen direkt aus den Definitionen. O

Wir haben in Abschnitt 4.6 gesehen, dass die Kompaktheit einer Menge sich durch Fil-
ter ausdriicken ldsst. Analog lasst sich Kompaktheit auch durch Netze ausdriicken, was
eine Verallgemeinerung von Folgenkompaktheit darstellt, wozu wir zunédchst ein wei-
teren Begriff einfithren, der den Begriff der Teilfolge verallgemeinert.

Definition A.12. Sei X ein topologischer Raum und (x;);c; ein Netz in X. Ist | eine
gerichtete Menge und ¢ : | — I eine Abbildung, so dass

Vip € I Jjp € J,sodass ¢(j) > iy Vj € Jmitj > jo,
so heifSt (x,;)) jej ein Teilnetz von (x;)ie;.

Satz A.13. Sei X ein topologischer Raum und (x;);c; ein Netz in X. Dann gilt:
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a) Fiir jedes Teilnetz (x,(j))jey ist F((xi)ier) C F((x¢(j))jer)-

b) Ist G ein Filter mit F((x;)ic;) C G, so gibt es ein Teilnetz von (x;)c;, das mit G assoziiert
ist.

Beweis. a) Dies folgt direkt aus der Definition der Filter.

b) Setze F := F((x;)ic;) und sei G = (G,),ea fiir eine geeignete Indexmenge A. Falls
esein G, € G gdbe, so dass x; € G, fiir alle i € I, so wiirde folgen, dass G, N B; = &
furallei € I, wobei B; = {x) | A € I, A > i}. Da aber B; € F C G, widerspriche
das Filtereigenschaft (iv). Also enthdlt jedes G, € G eines der x;. Definiere nun eine
Relation auf A wie in (A.1), so dass A gerichtet ist.

Wihle ¢ : A — I, sodass x,(,) € G, fiirjedesa € A.Da F C ¢, gibt es insbesondere
fiir jedes ip € I ein ap € G mit G,, C B;,. Nach Konstruktion ist dann Xo(ap) € Biys
also ip < ¢(ap). Nach Definition der Relation auf A folgt, dass iy < ¢(a) fiir alle
a € Amitay < a. Also ist (x(p(a) )aca ein Teilnetz von (x;);c;, das mit G assoziiert ist.

O

Der folgende Satz ist das analoge Resultat zu Satz
Satz A.14. Jedes Netz in einem topologischen Raum besitzt ein universelles Teilnetz.
Beweis. Dies folgt durch Kombination von Satz Satz b) und Satz b). O

Satz A.15. Ein topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jedes universelle Netz in
X konvergiert.

Beweis. ,=": Nach Satz ist jeder Ultrafilter in X konvergent. Damit folgt die Be-
hauptung durch Kombination von Satz[A.11}a) und Satz

,<=":Sei F ein Ultrafilter auf X und sei (x;);c; ein zu F assoziiertes Netz. Nach Satz
[A.11]b) ist (x;)ic; universell, also nach Annahme konvergent. Daher ist nach Satz
F((xi)icr) konvergent. Nach Konstruktion von (x;);c; ist F C F((x;)ie;) und da F
Ultrafilter ist, folgt 7 = F((x;)ier). Folglich ist F konvergent. Da F beliebig gewahlt
war, folgt die Behauptung aus Satz[4.69 O

Mit diesem Satz konnen wir schliefslich die Beziehung zwischen Kompaktheit und Kon-
vergenz durch Netze verallgemeinern.

Lemma A.16. Ein universelles Netz, das ein konvergentes Teilnetz besitzt, ist selbst konver-
gent.

Beweis. Sei (x;)ie; ein universelles Netz in einem topologischen Raum X mit konver-
gentem Teilnetz (x,j))jej — x. Nach Satz ist dann U(x) C F((x,())jej)- Da nach
Satz gilt, dass F((xi)icr) C F((xg(j))jes), da F((xi)icr) nach Satz @ aber ein
Ultrafilter ist, fOlgt ]-'((xz-)l-el) = ]-"((x(p(]))]ej) und damit U(X) C .}—((xi)ie[ . Also kon-
vergiert (x;);c; nach Satz gegen X. O
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Korollar A.17. Ein topologischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz in X ein
konvergentes Teilnetz besitzt.

Beweis. ,,=": Dies folgt aus Satz|A.14|und Satz[A.15
,<": Nach Annahme und Lemma konvergiert jedes universelle Netz, also folgt
die Kompaktheit aus Satz O

Fiir Details und weitere Erlauterungen empfehlen wir den folgenden Artikel:

R. G. Bartle, Nets and Filters in Topology, The American Mathematical Monthly, Vol. 62,
No. 8 (1955), S. 551-557, |https://www. jstor.org/stable/2307247.
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